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Notations

» R"™ = ensemble des vecteurs (colonnes) a coefficients dans R
et 7 (ou z') le vecteur transposé (ligne)
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Notations

» R"™ = ensemble des vecteurs (colonnes) a coefficients dans R
et 27 (ou z?) le vecteur transposé (ligne)

» K™™ ou M, (K) = ensemble des matrices a n lignes et m
colonnes a coefficients dans K (e.g. K =R ou C)

» A S Mn,,m(K)y A= (ai,j)léién,léjém
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Notations

» R"™ = ensemble des vecteurs (colonnes) a coefficients dans R
et 27 (ou z?) le vecteur transposé (ligne)

> K™ oy M;,.m(K) = ensemble des matrices a n lignes et m
colonnes a coefficients dans K (e.g. K =R ou C)

» A€ Mym(K), A= (a;j)i<i<ni<i<m
» K™ ou M;, . (K) = ensemble des matrices a n lignes et m
colonnes a coefficients dans K (e.g. K = R ou C) de rang 7.
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Quelques matrices usuelles

» diagonale si a;; = 0 pour i # j
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Quelques matrices usuelles

» diagonale si a;; = 0 pour i # j

» triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j
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Quelques matrices usuelles
» diagonale si a;; = 0 pour i # j
» triangulaire supérieure si a;; = 0 pour ¢ > j

» triangulaire inférieure si a;; = 0 pour i < j
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Quelques matrices usuelles
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v

diagonale si a;; = 0 pour i # j

triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j

triangulaire inférieure si a;; = 0 pour ¢ < j

tridiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 1

= Sealech
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>

>

>

v

v

diagonale si a;; = 0 pour i # j

triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j

triangulaire inférieure si a;; = 0 pour ¢ < j
tridiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 1

pentadiagonale si a;; = 0 pour [i — j| > 2
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diagonale si a;; = 0 pour i # j

triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j

triangulaire inférieure si a;; = 0 pour ¢ < j

tridiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 1

pentadiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 2

On peut aussi définir des matrices par blocs en remplacant la
composante scalaire par une sous-matrice par bloc.
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>

diagonale si a;; = 0 pour i # j

triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j
triangulaire inférieure si a;; = 0 pour ¢ < j
tridiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 1
pentadiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 2

On peut aussi définir des matrices par blocs en remplagant la
composante scalaire par une sous-matrice par bloc.

Exemple : si A € M,,,, et B € M, , et C € M,, ,, alors la
. A B . . L :

matrice 0 C est triangulaire supérieure de taille

(m+mn) x (m-+n).
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diagonale si a;; = 0 pour i # j

triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j
triangulaire inférieure si a;; = 0 pour ¢ < j
tridiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 1
pentadiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 2

matrice transposée : si A € M, m( ) A= (aij)i<i<ni<j<m
T
alors A (aJ L)1<J<IIL 1<i<m et A S Mm rL(R)
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diagonale si a;; = 0 pour i # j

triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j
triangulaire inférieure si a;; = 0 pour ¢ < j
tridiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 1
pentadiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 2

matrice transposée : si A € M, n(R), A = (a;j)i<i<n1<j<m

alors AT = (a;.:)1<j<mi<icm et AT € My (R).
matrice symétrique (K =R) : A = A7 ie, a;j = aj; Vi, j

= Sealech
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>

>

>

diagonale si a;; = 0 pour i # j

triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j
triangulaire inférieure si a;; = 0 pour ¢ < j
tridiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 1
pentadiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 2

matrice transposée : si A € M, n(R), A = (a;j)i<i<n1<j<m
alors AT = (a;.:)1<j<mi<icm et AT € My (R).
matrice symétrique (K =R) : A = AT e, aij = aj; Vi, j

. . . —T
matrice hermitienne ou auto-adjointe (K =C): A= A" (ou
encore A = A* ou A= A"), ie, a;; =@z Vi, j
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>

>

>

diagonale si a;; = 0 pour i # j

triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j
triangulaire inférieure si a;; = 0 pour ¢ < j
tridiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 1
pentadiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 2

matrice transposée : si A € M, n(R), A = (a;j)i<i<n1<j<m

XXy

alors AT = (a;.:)1<j<mi<icm et AT € My (R).

matrice symétrique (K =R) : A = AT e, aij = aj; Vi, j
matrice hermitienne ou auto-adjointe (K=C) : A = ar (ou
encore A = A* ou A= A"), ie, a;; =@z Vi, j

matrice semi-définie positive : 27 Az > 0 pour tout z € R"
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>

>

>

diagonale si a;; = 0 pour i # j

triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j
triangulaire inférieure si a;; = 0 pour ¢ < j
tridiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 1
pentadiagonale si a;; = 0 pour |i — j| > 2

matrice transposée : si A € M, n(R), A = (a;j)i<i<n1<j<m

XXy

alors AT = (a;.:)1<j<mi<icm et AT € My (R).
matrice symétrique (K =R) : A = AT e, aij = aj; Vi, j

: " " —T
matrice hermitienne ou auto-adjointe (K=C): A= A" (ou
encore A = A* ou A= A"), ie, a;; =@z Vi, j
matrice semi-définie positive : 27 Az > 0 pour tout z € R"

matrice définie positive : 7 Az > 0 pour tout z € R"
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Quelques matrices usuelles

1 3 . Lo
1. A= 3 6 est une matrice symétrique
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Quelques matrices usuelles

1 3 : -
1. A= 3 6 est une matrice symétrique

3+7 6
non auto-adjointe

1 ; . -
2. A= ( 3+ Z) est une matrice symétrique complexe
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Quelques matrices usuelles

1 3 : -
1. A= 3 6 est une matrice symétrique

3+1 6
non auto-adjointe

1 3+ . .
2. A= < . + Z) est une matrice symétrique complexe

13— . .
3. A= <3 Y 6 ) est une matrice auto-adjointe

= Sealech
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Quelques matrices usuelles

1 3 : -
1. A= 3 6 est une matrice symétrique

1 3+ . -
2. A= <3 L6 ) est une matrice symétrique complexe

non auto-adjointe

13— . -
3. A= <3 ri 6 > est une matrice auto-adjointe

4. Transposée de matrices par blocs :

(An A12>T:<A1T1 Agl)
Az A Az A

= Sealech
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Opérations

» Soient a € K, 8 € K A € M,,,,(K) et B € M,,,,(K) alors
aA+ BB = (aaij + Bbij)i<i<n,1<j<m
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» Soient A € M,, ,,(K) et z € K™ alors

m
Az = Zaijxj e K"

J=1 1<i<n
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» Soient A € M,, ,(K) et z € K™ alors

m
E i T; e K"
i=1 1<i<
> i.e, de maniére équivalente A = avec
a; = (@1, ..., Qi) alors Az = 1<L\n (ATTENTION ici
a; est un vecteur ligne).
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Opérations
» Soient a € K, B € K A € M,,,n(K) et B € M,,,,(K) alors
aA + BB = (aaij + Bbij)i<i<n,1<j<m
» Soient A € M,, ,(K) et z € K™ alors

m
E i T; e K"
J=1 1<i<n
> i.e, de maniére équivalente A = avec
ai = (a1, .., aim) alors Ar = (a;z),<;c,, (ATTENTION ici
a; est un vecteur ligne).
aj1
» ou encore A = [ay,...,an] aveca; = | : | alors
A jn
Ar = ai1x1 + ... + amaxy, avec a; € K", Sea Tech
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Opérations
» Soient a € K, B € K A € M,,,n(K) et B € M,,,,(K) alors
aA + BB = (aaij + Bbij)i<i<n,1<j<m
» Soient A € M,, ,(K) et z € K™ alors

m
Zaij:cj e K"
7=l 1<i<n
4
» Exemple : A = (_11 3 1) etx=|5] alors
6
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Opérations
» Soient a € K, B € K A € M,,,n(K) et B € M,,,,(K) alors
aA + BB = (aaij + Bbij)i<i<n,1<j<m
» Soient A € M,, ,(K) et z € K™ alors

m
Zaijxj e K"
7=l 1<i<n
1 2 1
» Exemple : A = <_1 0 1 et x = alors

1 Ap— I1x44+2x5+1x%x6 20
AT T x4 40x54+1x6 2
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Opérations

» Soient a € K, B € K A € M,,,n(K) et B € M,,,,(K) alors
aA + BB = (aaij + Bbij)i<i<n,1<j<m
» Soient A € M,, ,(K) et z € K™ alors

m
Zaijxj e K"
7=l 1<i<n
4
» Exemple : A = <_11 3 1) etx=|5] alors
6

1 Ap— 1x44+2x5+1x6Y\ (20
AT T i x440x54+1x6) "\ 2

2 Az =4 x (11>+5x ((2)>+6x G) = (220)

» En fonction de I'architecture machine, la deuxiéme méthode
peut étre plus avantageuse surtout lorsque la matrice est de
grande dimension Sea ech
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Opérations
» Soient a € K, B € K A € M,,,n(K) et B € M,,,,(K) alors
aA + BB = (aaij + Bbij)i<i<n,1<j<m
» Soient A € M,, ,(K) et z € K™ alors

Zaijxj e K"
J=1 1<i<n
» Soient A € M, ,(K) et B = [by,. .., bp] € My, ,(K) alors
AB = Alby,..., by = [Aby, ... ,Abp] avec b; € K".
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Opérations
» Soient a € K, B € K A € M,,,n(K) et B € M,,,,(K) alors
aA + BB = (aaij + Bbij)i<i<n,1<j<m
» Soient A € M,, ,(K) et z € K™ alors

= (Z (lijx]) e K"
J=1 1 Z<7’L
et

» Soient A € M,, (K = [b1,...,by] € My, ,(K) alors
AB = Alby,...,by) [Abl, ., Abp] avec b; € K".

» Soient A € M, ,(K) et B € M,, ,(K) alors (AB)* = B*A™.

n

~—
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Opérations
» Soient a € K, B € K A € M,,,n(K) et B € M,,,,(K) alors
aA + BB = (aaij + Bbij)i<i<n,1<j<m
» Soient A € M,, ,(K) et z € K™ alors

= ( E aij:c]) e K"
J=1 1<z<n

» Soient A € My, ,,(K) et B = [by,...,by] € M, ,(K) alors
AB = Alby, ... by = [Abl, , Ab,] avec b; € K"

» Soient A € M,, ,(K) et B € Mn,p(K) alors (AB)* = B*A".
» Soit A € M, (K) alors (A*)* = A.

= Sealech
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Outline

Chapitre 1 : rappels

Produit scalaire et orthogonalité
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Définition et propriétés
» Soient x,y € R" alors .
(r,y) =<z, y>=x-y= aly = Za:iyi désigne le produit
scalaire (ou produit interne : a ne i):a; confondre avec le
produit externe zy” = (z;y;)i; € M, (K) si z,y € K™).
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Définition et propriétés
» Soient x,y € R" alors
n
(x,y) =<z,y>=x-y= aly = inyi désigne le produit

. i=1
scalaire

» Propriétés :
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Définition et propriétés
» Soient x,y € R" alors
n
(r,y) =<z,y>=x-y= Ty = inyi désigne le produit

) i=1
scalaire

» Propriétés :
1. (z,y) (forme bilinéaire sur R" x R™)
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Définition et propriétés
» Soient x,y € R" alors

n
(r,y) =<z, y>=x-y= aly = inyi désigne le produit
i=1
scalaire
» Propriétés :
1. (x,y) (forme bilinéaire sur R™ x R"™)
2. (z,y) = (y, ) (symétrie)
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Définition et propriétés
» Soient x,y € R" alors

n
(r,y) =<z, y>=x-y= aly = inyi désigne le produit
i=1
scalaire
» Propriétés :
1. (x,y) (forme bilinéaire sur R™ x R"™)

2. (z,y) = (y,x) (symétrie)
3. (x,x) > 0 (positive)

= Sealech
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Définition et propriétés
» Soient x,y € R" alors

n
(r,y) =<z, y>=x-y= aly = inyi désigne le produit
i=1
scalaire
» Propriétés :
(x,y) (forme bilinéaire sur R™ x R™)
(z,y) = (y, x) (symétrie)
(x,x)‘/ (positive)
(x,2) =0 = 2z = 0 (définie)

—

Hwn

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS

7/25



Définition et propriétés
» Soient x,y € R" alors

n
(r,y) =<z, y>=x-y= aly = inyi désigne le produit
i=1
scalaire
» Propriétés :
(x,y) (forme bilinéaire sur R™ x R™)
(z,y) = (y, x) (symétrie)
(z,z) = 0 (positive)
(x,x2) = 0= 2 =0 (définie)
v/ (z,z) = ||z||, induit la norme euclidienne

—

Al A
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Définition et propriétés
» Soient x,y € R" alors
n
(x,y) =<z,y>=x-y= aly = iny,- désigne le produit

) i=1
scalaire

» Propriétés :

1. (x,y) (forme bilinéaire sur R™ x R"™)

2. (z,y) = (y,x) (symétrie)

3. (x,x) > 0 (positive)

4. (z,z) = 0=z = 0 (définie)

5. v/(z,x) = |||l induit la norme euclidienne
6. (2.y) = |lz] |ly] cos(8) o 6 = angle(, y)

= Sealech
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Définition et propriétés
» Soient x,y € R" alors

n

(r,y) =<z, y>=x-y= aly = inyi désigne le produit

scalaire =
> Propriétés :

1. (z,y) (forme bilinéaire sur R™ x R")

(z,y) = (y,x) (symétrie)
(z,z) = 0 (positive)
(x,x2) = 0= 2 =0 (définie)

(z,x) = |||l induit la norme euclidienne
(z,y) = [l llyl| cos(6) ol 6 = angle(x, y)
[(z,y)| < ||z|| ||ly|l (inégalité de Cauchy-Schwartz)

Noo k~owd
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Définition et propriétés
» Soient x,y € R" alors

n

(r,y) =<z, y>=x-y= aly = inyi désigne le produit

scalaire =
> Propriétés :

1. (z,y) (forme bilinéaire sur R™ x R")

(z,y) = (y,x) (symétrie)
(z,z) = 0 (positive)
(x,x2) = 0= 2 =0 (définie)
(z,x) = |||l induit la norme euclidienne
(z,y) = [lz] llyl| cos(6) ol 6 = angle(x, y)
[(z,9)] < ||z]| ly|| (inégalité de Cauchy-Schwartz)

® NoOo k~owbh
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Définition et propriétés
» Soient x,y € R" alors

n
(x,y) =<z,y>=x-y= aly = inyi désigne le produit

) i=1
scalaire
» Soient x,y € C" alors
n
i T _
(r,y) =<zy>=z-y=a"y=a'y=T y= ) Ty
i=1

désigne le produit scalaire hermitien
» Propriétés :
1. (z,y) (forme sesquilinéaire sur C" x C", i.e, linéaire par

rapport a y et sesquilinéaire par rapport a z, Vo, 8 € C,
Yoy, w2,y € C", (a1 + Bra,y) = (w1, y) + B(w2,y) )

(z,y) = (y,z) (symétrie hermitienne)

(x,2) > 0 (positive)

(x,2) = 0=z = 0 (définie)

A BN

= Sealech
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Définition et propriétés

» z,y € K" sont orthogonaux si (z,y) = 0 et orthonormés si de
plus (z,2) = (y,y) = 1 si K= et unitaire si K =C
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Définition et propriétés

» z,y € K" sont orthogonaux si (z,y) = 0 et orthonormés si de
plus (z,z) = (y,y) =1 si K =R et unitaire si K =C

» matrice orthogonal A € M,,(R) si AAT =1, i.e,
= At =AT

= Sealech
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Définition et propriétés
» z,y € K" sont orthogonaux si (z,y) = 0 et orthonormés si de
plus (z,z) = (y,y) =1 si K =R et unitaire si K =C
» matrice orthogonal A € M, (R) si AAT =1, ie,
= At =4
» matrice unitaire A € M,,(C) si AA* =1,ie, = A= A

= Sealech
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Définition et propriétés

» z,y € K" sont orthogonaux si (z,y) = 0 et orthonormés si de
plus (z,z) = (y,y) =1 si K =R et unitaire si K =C

» matrice orthogonal A € M, (R) si AAT =1, ie,
= At=4AT

> matrice unitaire A € M,,(C) si AA* =Tie = A" = A*

» A e M, (R) matrice orthogonale et z,y € R" alors
(Azx, Ay) = (x,y) (ne modifie pas les normes)

= Sealech
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Outline

Chapitre 1 : rappels
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Définition et propriétés

> Soit A € K™ alors det(A) = Y _(—1)"a; ; det(Ay;) (dév.
j=1
suivant la ligne )
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Définition et propriétés

> Soit A € K™ alors det(A) = Y _(—1)"a; ; det(Ay;) (dév.
j=1
suivant la ligne 7)

» Exemple : dév. par rapport a i =1

1 0 —1
det | 2 -1 3 =
-1 4 )
A1
—
-1 3
141
(-1) ><1><det<4 5>+

= Sealech
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Définition et propriétés

> Soit A € K™ alors det(A) = Y _(—1)"a; ; det(Ay;) (dév.
j=1
suivant la ligne 7)

» Exemple : dév. par rapport a i =1

1 0 -1
det 2 —1 3 =
—1 4 5
A1l Al

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS

9/25



Définition et propriétés

> Soit A € K™ alors det(A) = Y _(—1)"a; ; det(Ay;) (dév.
j=1
suivant la ligne 7)

» Exemple : dév. par rapport a i =1

1 0 -1
det 2 -1 3 =
—1 4 5
A1l A1z
-1 3 2 3
141 142
(-1) ><1><det<4 5>+( 1)" 7 x 0 x det <_1 5>+
A1z
—_——
2 _

(—1)'3 x (=1) x det (_1 41) =—-17T+0+7= ].()5ea ech
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Définition et propriétés

> Soit A € K™ alors det(A) = Y _(—1)"a; ; det(Ay;) (dév.
j=1
suivant la ligne 7)

(com(A))"

» matrice inversible si det(A) # 0 et A = det(A)

ot (com(4)),; = ((—1)"* det(Aij))ij : comatrice
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Définition et propriétés

> Soit A € K™ alors det(A) = Y _(—1)"a; ; det(Ay;) (dév.
j=1
suivant la ligne 7)

> matrice inversible si det(A) # 0 et A~} (com(A)T

~ det(A)
ot (com(4)),; = ((—1)"* det(Aij))ij : comatrice

» Si A € M, (K) a une colonne (ou ligne ) de 0 ou deux
colonnes (lignes) identiques alors det(A) = 0.

= Sealech
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Définition et propriétés

9/25

Soit A € K™ alors det(A) = Y (—1)"a;; det(Ay;) (dév.
j=1
suivant la ligne 7)

matrice inversible si det(A) # 0 et A1 (com(A)T

~ det(A)
ot (com(4)),; = ((—1)"* det(Aij))ij : comatrice
Si A € M,,(K) a une colonne (ou ligne ) de 0 ou deux
colonnes (lignes) identiques alors det(A) = 0.

Soient A € M,,(K) et o € R alors det(aA) = o det(A).

= Sealech
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Soit A € K™ alors det(A) = Y (—1)"a;; det(Ay;) (dév.
j=1
suivant la ligne 7)

.. . . _ T
matrice inversible si det(A) # 0 et A~ =% A (com(A))

ot (com(4)),; = ((—1)"* det(Aij))ij : comatrice

Si A € M,,(K) a une colonne (ou ligne ) de 0 ou deux
colonnes (lignes) identiques alors det(A) = 0.

Soient A € M,,(K) et o € R alors det(aA) = o det(A).
Soit A € M,,(K) alors det(A*) = det(A) .

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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Soit A € K™ alors det(A) = Y (—1)"a;; det(Ay;) (dév.
j=1
suivant la ligne 7)

matrice inversible si det(A) # 0 et A1 (com(A)T

~ det(A)
ot (com(4)),; = ((—1)"* det(Aij))ij : comatrice
Si A € M,,(K) a une colonne (ou ligne ) de 0 ou deux
colonnes (lignes) identiques alors det(A) = 0.

Soient A € M,,(K) et o € R alors det(aA) = o det(A).
Soit A € M,,(K) alors det(A*) = det(A) .

Soit A € M,,(K) matrice diagonale ou triangulaire (inférieure
ou supérieure) alors det(A) = II7"; aj;.

= Sealech
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Soit A € K™ alors det(A) = Y (—1)"a;; det(Ay;) (dév.
j=1
suivant la ligne 7)

matrice inversible si det(A) # 0 et A~ (com(A))"

" de t(A)
ot (com(4)),; = ((—1)"* det(Aij))ij : comatrice
Si A € M,,(K) a une colonne (ou ligne ) de 0 ou deux
colonnes (lignes) identiques alors det(A) = 0.

Soient A € M,,(K) et o € R alors det(aA) = o det(A).
Soit A € M,,(K) alors det(A*) = det(A) .

Soit A € M,,(K) matrice diagonale ou triangulaire (inférieure
ou supérieure) alors det(A) = II7; a;;.

Soient A, B € M,,(K) alors det(AB) = det(A) det(B).

= Sealech
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Soit A € K™ alors det(A) = Y (—1)"a;; det(Ay;) (dév.
j=1
suivant la ligne 7)

matrice inversible si det(A) # 0 et A~ (com(A))"

" de t(A)
ot (com(4)),; = ((—1)"* det(Aij))ij : comatrice
Si A € M,,(K) a une colonne (ou ligne ) de 0 ou deux

colonnes (lignes) identiques alors det(A) = 0.

Soient A € M,,(K) et o € R alors det(aA) = o det(A).

Soit A € M,,(K) alors det(A*) = det(A) .

Soit A € M,,(K) matrice diagonale ou triangulaire (inférieure

ou supérieure) alors det(A) = II7; a;;.

Soient A, B € M,,(K) alors det(AB) = det(A) det(B).

propriétés supplémentaires en TD. SeaTech
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Outline

Chapitre 1 : rappels

Applications linéaires et matrices

2Sealech
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Définition et exemples

Definition
Soient IV et F' deux espaces vectoriels sur un corps K. Alors
L : E — F est une application linéaire si

Vo, 8,2,y € E, L(ax+ Py) =alx+ Ly .
Exemple
Soit K=R et E=F =R™". Soit A€ E. Alors I'application
VXeFE, LX=AXE€EFE

est linéaire.

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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Matrice d'une application linéaire

Tous les e.v sont supposés de dimension finis

Definition
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps K de dimension
metn, E={e1,...,en} une base de E, F = {f1,..., fn} une

base de F' et L : E — F une application linéaire.

= Sealech
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Matrice d'une application linéaire

Tous les e.v sont supposés de dimension finis

Definition

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps K de dimension
metn, E={e1,...,en} une base de E, F = {f1,..., fn} une
base de F' et L : E — F une application linéaire. Alors

A = Matg (L) = MatzL(E) = (Le, ..., Ley,) est la matrice de
L dans la base F

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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Matrice d'une application linéaire

Tous les e.v sont supposés de dimension finis

Definition

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps K de dimension
metn, E={e1,...,en} une base de E, F = {f1,..., fu} une
base de F' et L : E — F une application linéaire. Alors

A = Matg (L) = MatzL(E) = (Le, ..., Ley,) est la matrice de
L dans la base F :i.e., pour tout 1 < j < m,

a/l?]
Lej = | aij

an7]

est la coordonnées de Le; dans la base F.

= Sealech
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Matrice d'une application linéaire

Tous les e.v sont supposés de dimension finis

12/25

Definition

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps K de dimension
metn, E={e1,...,en} une base de E, F = {f1,..., fu} une
base de F' et L : E — F une application linéaire. Alors

A = Matg (L) = MatzL(E) = (Le, ..., Ley,) est la matrice de
L dans la base F ou encore, pour tout 1 < 7 < m,

Eej = al,jfl + ...+ an,jfn = faj

fi ai
ou f=1]": et aj =

fn Q5

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS



Matrice d'une application linéaire

Tous les e.v sont supposés de dimension finis
En particulier, pour tout x € E, x = x1e1 + ... Tpme,n = eX, on a

par linéarité
LeX = L(x) = xL(e1)+xmLl(en)

= zifar+...+znfam
= fAX

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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Matrice d'une application linéaire

Tous les e.v sont supposés de dimension finis
En particulier, pour tout x € E, x = x1e1 + ... Tpme,n = eX, on a

par linéarité
LeX = L(x) = xL(e1)+xmLl(en)
= zifar+...+znfam
= fAX

» On identifie Le = fA.

= Sealech
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Matrice d'une application linéaire

Tous les e.v sont supposés de dimension finis
En particulier, pour tout x € E, x = x1e1 + ... Tpme,n = eX, on a

par linéarité
LeX = L(x) = xL(e1)+xmLl(en)
= zifar+...+znfam
= fAX

» On identifie Le = fA.

» Dans le cas E = R™ et ' = R" munis des bases canoniques,
on identifie £ a A de maniére a considérer la matrice de £
comme (une application)

AERM™ &= A:R™ - R"

Sealech

0
NeECOLE DEENIEURS
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Matrice d'une application linéaire

Tous les e.v sont supposés de dimension finis
En particulier, pour tout x € E, x = x1e1 + ... Tpme,n = eX, on a

par linéarité

LeX = L(x) = xL(e1)+xmLl(en)
= zifar+...+znfam
= fAX

» On identifie Le = fA.

» Dans le cas E = R™ et FF = R" munis des bases canoniques,
on identifie £ a A de maniere a considérer la matrice de £
comme (une application)

AeR" «— A:R™ - R"

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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Exemples

» Soit | tri 1
oIT Ia matrice 9 9 17

f:R?® = R% On munit R3 et R? de leur base canonique
notée e et f resp. Alors

fler) = fi+2f
fle2) = 9f
fles) = —fi+17fs

> d’une application linéaire

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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Exemples

1 0 -1
> Soit la matrice | 2 9 17 | de I'endomorphisme f de
-7 8 0

Ry[X] dans la base canonique {1, X, X2}. Alors

f() = 142X -7X?
f(X) = 9X +8X?
f(X?) = —1417X

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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Exemples

1 0
> Soit la matrice A= | 2 2| de I'application linéaire f de
-3 3

f:R? = R3 dans la base canonique £ de E = R? et F de
F =R3. Soit les bases &' = (e} = (0,1), e, = (1,0)) et

3 -3
A = Matg/,]:/f =(-1 5
-2 -1

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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1 0
> Soit la matrice A= | 2 2| de I'application linéaire f de
-3 3

f:R? = R3 dans la base canonique £ de E = R? et F de
F =R3. Soit les bases &' = (e} = (0,1), e, = (1,0)) et

3 -3
A = Matg/,]:/f =(-1 5
-2 -1
En effet,
1 0 0 0 1 1 1
f((O, 1)) = 2 2 <1> =|2|=a1 (1] +ax|1l]+a3|0
-3 3 3 1 0 0
= Ad\ = Qa, Q=[f], [, fi] et a = (a1, a0,a3)T Seﬁlﬁ&hﬁ



Exemples

1 0
> Soit la matrice A= | 2 2| de I'application linéaire f de
-3 3

f:R? = R3 dans la base canonique £ de E = R? et F de
F =R3. Soit les bases &' = (e} = (0,1), e, = (1,0)) et

3 -3
A = Matg/,]:/f =(-1 5
—2 -1
En effet
0 1 1 1
FlO )= |2 =3[1]=1{1] =210
3 1 0 0
e Ae, = Qa, Q = [f]. 5, f}] et R Sealech
a= (a1 =30y =-1a3=-2)"
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Exemples

1 0
> Soit la matrice A= | 2 2| de I'application linéaire f de
-3 3

f:R? = R3 dans la base canonique £ de E = R? et F de
F =R3. Soit les bases &' = (e} = (0,1), e, = (1,0)) et

3 -3
A = Matg/,]:/f =1-1 5
-2 -1
En effet,
1 1 1 1
fF(Lo)y=2|=-3|1]+5|1]-1]0
-3 1 0 0
A = QB Q=f i il et = (Bu o ) =8ATech
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Exemples

1 0
> Soit la matrice A= | 2 2| de I'application linéaire f de
-3 3

f:R? = R3 dans la base canonique £ de E = R? et F de
F =R3. Soit les bases &' = (e} = (0,1), e, = (1,0)) et

3 =3
A = Matg/,]:/f =(-1 5
-2 -1
En effet,
AP = QA ie, A =Q AP
avec

P = e}, e5) et A" = [a, f] = SedTech

ECOLE DINGENIEURS
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Changements de base

matrice de passage

Théoreme

Soit f une application linéaire de E dans F. Soient £ et £ des
bases de E et F et F' des bases de F'. Soient les matrices P = Pf /
et Q = Qf. Soient A = Matg r(f) et A" = Matg: z(f). Alors

A'=Q AP .

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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Changements de base

matrice de passage

Théoreme

Soit f une application linéaire de E dans F. Soient £ et £ des
bases de E et F et F' des bases de F'. Soient les matrices P = Pf /
et Q = Qf. Soient A = Matg r(f) et A" = Matg: z(f). Alors

A'=Q AP .

» On appelle P (resp. Q) matrice de passage de £ 3 £ (resp. F
a ]:/) Mat&g/(]d) (resp. Matg,g/(ld))

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS

14/25



Changements de base

matrice de passage

Théoreme

Soit f une application linéaire de E dans F. Soient £ et £ des
bases de E et F et F' des bases de F'. Soient les matrices P = Pf /
et Q = Qf. Soient A = Matg r(f) et A" = Matg: z(f). Alors

A'=Q AP .

» On appelle P (resp. Q) matrice de passage de £ & £ (resp. F
3 F') Matg ¢/(14) (resp. Mate ¢/(14))

» On dit que les matrices A et A’ sont semblables

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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Réduction matricielle

Definition
» Soit A € M, (K). On dit que X € K est une valeur propre de
A'sipa(A) =det(A — Al;) =0 ou py est le polyndme
caractéristique de A. On note Sp(A4) = {A1,..., Ay, p < n}
(spectre de A) I'ensemble des valeurs propres de A. On note
my la multiplicité de la valeur propre A.

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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Réduction matricielle

Definition

» Soit A € M, (K). On dit que A € K est une valeur propre de
Asipa(A) =det(A— Al;) =0 ol py est le polyndme
caractéristique de A. On note Sp(A4) = {A1,..., \p,p < n}
(spectre de A) I'ensemble des valeurs propres de A. On note
my la multiplicité de la valeur propre A.

» On dit X € K" est un vecteur propre associé a la valeur
propre A is AX = AX. On note E)(A) = Ker(A — \Iy)
I'ensemble de ces vecteurs propres. On I'appelle le
sous-espace propre de A associé a la valeur propre A.

= Sealech
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Réduction matricielle

Definition
» Soit A € M, (K). On dit que A € K est une valeur propre de
Asipa(A) =det(A— Al;) =0 ol py est le polyndme
caractéristique de A. On note Sp(A4) = {A1,..., \p,p < n}
(spectre de A) I'ensemble des valeurs propres de A. On note
my la multiplicité de la valeur propre A.

» On dit X € K" est un vecteur propre associé a la valeur
propre A is AX = AX. On note E)(A) = Ker(A — \Iy)
I'ensemble de ces vecteurs propres. On I'appelle le
sous-espace propre de A associé a la valeur propre A.

» On dit que p4 est scindé sur K si

pA(N) = (1) (A = A1) (A= Ap) ™

p
1Y ma, = HSealech
i=1

15/25



Théoreme
Soit A € M,,(K). A est diagonalisable sur K si et seulement si

1. pa est scindé sur K

Sealech
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Théoreme
Soit A € M,,(K). A est diagonalisable sur K si et seulement si

1. p4 est scindé sur K
2. VA € Sp(A), dim(E\(A)) = my

Corollaire

Soit A € M,,(K) une matrice diagonalisable sur K. Alors il existe
une matrice de passage P = (X1 X5 ... X,,) formée des vecteurs
propres X;, une matrice diagonale D = diag(\1, A2, ..., \,) tel
que D =P 1AP .

= Sealech
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Théoreme
Soit A € M,,(K). A est diagonalisable sur K si et seulement si

1. p4 est scindé sur K
2. VA € Sp(A), dim(E\(A)) = my

Corollaire
Soit A € M,,(K). On suppose que p =n (i.e., les valeurs propres
sont toutes distinctes). Alors A est diagonalisable sur K.

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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Théoreme
Soit A € M,,(K). A est diagonalisable sur K si et seulement si

1. p4 est scindé sur K
2. VA € Sp(A), dim(E\(A)) = my

Théoreme

Soit A € M,,(K) normale (i.e. tel que AA* = A*A, par ex.
hermitienne, unitaire).

Alors A est diagonalisable sur K et il existe une matrice de passage
P unitaire, une matrice diagonale D = diag(A1, A2, ..., \,) telle
que D =P 1AP = PTAP .

= Sealech
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Théoreme
Soit A € M,,(K). A est diagonalisable sur K si et seulement si

1. p4 est scindé sur K
2. VA € Sp(A), dim(E\(A)) = my

Théoreme (Décomposition de Schur)

Soit A € M, (K). A est trigonalisable sur K si et seulement si pa
est scindé sur K. Si A est trigonalisable sur K alors il existe une
matrice unitaire P € M, (K), une matrice triangulaire (supérieure)
TeM,(K)ouTy; =M €Sp(A),i=1,...,n telle que

T =P 'AP=PTAP.

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS



Outline

Chapitre 1 : rappels

Généralisation des matrices inverses

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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Definitions et caractérisations

» A e My(K), z,b € K", Az = b admet une solution unique
lorsque det(A) # 0
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» Quand est il si A € M, ,,(K)? Peut on inverser cette
matrice ?

\S/eécél-msémzuhks

18/25



Definitions et caractérisations

» A e My(K), z,b € K", Az = b admet une solution unique
lorsque det(A) # 0

» Quand est il si A € M, ,,(K)? Peut on inverser cette
matrice ?

» "Oui"! Il existe toujours une matrice "pseudo” - inverse a

= Sealech
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Definitions et caractérisations
» A e My(K), z,b € K", Az = b admet une solution unique
lorsque det(A) # 0

» Quand est il si A € M, ,,(K)? Peut on inverser cette
matrice ?

» "Oui"! Il existe toujours une matrice "pseudo” - inverse a
» gauche A=L ¢ M, m (K) tel que A~FA =1, de sorte que

AA LA =AALA) =4

2Sealech
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Definitions et caractérisations
» A e My(K), z,b € K", Az = b admet une solution unique
lorsque det(A) # 0

» Quand est il si A € M, ,,(K)? Peut on inverser cette
matrice ?

» "Oui"! Il existe toujours une matrice "pseudo” - inverse a
» gauche A~L ¢ M, m (K) tel que A~FA = 1I,, de sorte que

AATFA=AAEA) = A

» ou 2 droite A~ F € M, m (K) tel que AA~R =T, de sorte que

AABA = (AAP)A= A

= Sealech
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Definitions et caractérisations

» A e My(K), z,b € K", Az = b admet une solution unique
lorsque det(A) # 0

» Quand est il si A € M, ,,(K)? Peut on inverser cette
matrice ?

» "Oui"! Il existe toujours une matrice "pseudo” - inverse a
» gauche A~L ¢ M, m (K) tel que A~FA = 1I,, de sorte que

AATFA=AAEA) = A

» ou A droite A% € M. (K) tel que AAE = I, de sorte que

AA™BA = (AAP)A= A

» On a pas unicité de ces matrices!

= Sealech
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Definitions et caractérisations

» A e My(K), z,b € K", Az = b admet une solution unique
lorsque det(A) # 0

» Quand est il si A € M, ,,(K)? Peut on inverser cette
matrice ?
» "Oui"! Il existe toujours une matrice "pseudo” - inverse a
» gauche A~L ¢ M, m (K) tel que A~FA = 1I,, de sorte que

AATFA=AAEA) = A

» ou A droite A% € M. (K) tel que AAE = I, de sorte que

AA™BA = (AAP)A= A

» On a pas unicité de ces matrices!
» sauf si m = n et rang(A) =n alors A= = A% = A1

= Sealech
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Definitions et caractérisations

» A e My(K), z,b € K", Az = b admet une solution unique
lorsque det(A) # 0
» Quand est il si A € M, ,,(K)? Peut on inverser cette
matrice ?
» "Oui"! Il existe toujours une matrice "pseudo” - inverse a
» gauche A~L ¢ M, m (K) tel que A~FA = 1I,, de sorte que

AATFA=AAEA) = A

» ou A droite A% € M. (K) tel que AAE = I, de sorte que

AA™BA = (AAP)A= A

» On a pas unicité de ces matrices!
» sauf si m = n et rang(A) =n alors A7F = A% = 471
» ou bien m # n + propriétés additionnelles = pseudo—inv,e@/eaTeCh

ECOLE DINGENIEURS
Moore-Penrose
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Un exemple

m=1,n=2

Considérons A = (;) Alors

» AL = (3,-1) est une matrice pseudo-inverse 3 gauche de A
puisque A~ FA =1
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Un exemple
m=1,n=2
Considérons A = (;) Alors

» AL = (3,-1) est une matrice pseudo-inverse 3 gauche de A
puisque A"FA =1

» AL = (1-28,8), V8 € R est une matrice pseudo-inverse 3
gauche de A

= Sealech
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Un exemple
m=1,n=2

Considérons A = (;) Alors

» AL = (3,-1) est une matrice pseudo-inverse 3 gauche de A
puisque A"FA =1

» A7 = (1-28,8), VB € R est une matrice pseudo-inverse 3
gauche de A

» Pas de matrice pseudo-inverse a droite pour cet exemple

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Caractérisation algébrique

Propriété
Soit A € My, »(K) matrice de rang r. Alors il existe une unique
matrice pseudo-inverse G qui satisfait les propriétés suivantes :

1. AGA=A

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS
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Propriété
Soit A € My, »(K) matrice de rang r. Alors il existe une unique
matrice pseudo-inverse G qui satisfait les propriétés suivantes :
1. AGA=A
2. GAG =@

= Sealech
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Caractérisation algébrique

Propriété
Soit A € My, »(K) matrice de rang r. Alors il existe une unique
matrice pseudo-inverse G qui satisfait les propriétés suivantes :

1. AGA=A
2. GAG =G
3. GA = (GA)*

= Sealech
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Caractérisation algébrique

20/25

Propriété
Soit A € My, »(K) matrice de rang r. Alors il existe une unique
matrice pseudo-inverse G qui satisfait les propriétés suivantes :

1. AGA=A

2. GAG =G
3. GA = (GA)*
4. AG = (AG)*

On appelle cette matrice G, la matrice pseudo-inverse de
Moore-Penrose (1956) et on la note G = A™.

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS



Un exemple

m=1,n=2

Considérons A = (;)

» Avec G = (3,—1),0na
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Un exemple
m=1,n=2

Considérons A = (;)

» Avec G = (3,—1),0ona

Caea- (a0 ()¢ )~

= Sealech
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Un exemple
m=1,n=2

Considérons A = (;)

» Avec G = (3,—1),0ona

1. AGA = ;) (3,-1)
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Caractérisation séquentielle et propriétés
En pratique,

» pour des "petites” matrices, on cherche algébriquement
AT e K™ si A € K™*™,
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En pratique,

> pour des "petites” matrices, on cherche algébriquement
AT e K™ si 4 € K™,

» pour des "grandes” matrices, on utilise la caractérisation
séquentielle (1972)

Théoreme
Soit A € My, »(K). Alors

AT = lim (ATA + h?1)7PAT = lim AT (AAT 4 h%1)~
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Caractérisation séquentielle et propriétés
En pratique,

Théoreme
Soit A € My, »(K). Alors

AT = lim(ATA + h21) 71 AT = lim AT(AAT 4+ B21)!
h—0 h—0

» Conséquence : soit A € M, »(K). Alors
A* = (ATA)FAT = AT(AAT)*
(AT =

(A+)+ —

(ATA) = A+(AT)

(AAT) = (AT)TA*
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Caractérisation séquentielle et propriétés
En pratique,

Théoreme
Soit A € My, »(K). Alors

AT = lim(ATA + h21) 71 AT = lim AT(AAT 4+ B21)!
h—0 h—0

» Conséquence : soit A € M, ,(K). Alors

» At = (ATA)+AT AT(AATY*
> (AT = (AT
> (A+)+ = A

(ATA)+ — A+(AT)+
(AAT)+ — (AT)+A+
» Applications : SVD, QR, ...
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Applications a la résolution d'un systéme linéaire quelconque : b € R™

Soit A € My, n(R), b € R™, trouver z € R" tel que Az =0 (P).

Théoreme (Existence)

» Il existe une solution a (P) ssib € Im(A) :={Ax | z € R"}
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surjective, rang(A) = m < min(m,n) )

2Sealech

Neécouz DEENIEURS

23/25



Pseudo-inverse Moore-Penrose
Applications a la résolution d'un systéme linéaire quelconque : b € R™

Soit A € My, n(R), b € R™, trouver z € R" tel que Az =0 (P).
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Applications a la résolution d'un systéme linéaire quelconque : b € R

Soit A € M, n(R), b € R™, trouver € R" tel que Az =b (P).

m

Théoreme (Existence)

» Il existe une solution a (P) ssib € Im(A) :={Ax | z € R"}
» |l existe une solution & (P) ssi Im(A) = R™ (i.e. A est
surjective, rang(A) = m < min(m,n) )
» soit m =n et A non singuliére alors il existe une unique
solution a (P)
» soit m < n et il existe une infinité de solutions a (P) (cas
sous-déterminé)
» Il existe une solution unique a (P) ssi Ker(A) =0
(i.e. dim(R"™) = dimIm(A) + dimker(A) = n < min(m,n), A
est injective, donc bijective : cas sur-déterminé).
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Applications 3 la résolution d’un systéme linéaire quelconque : B € R™**
Les résultats ci-dessous s'applique avec k = 1 au cas précédent.

Soit A € M, n(R), B € R™*  trouver X € R™ ¥ tel que
AX =B (P).

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS

24/25



Pseudo-inverse Moore-Penrose

Applications 3 la résolution d’un systéme linéaire quelconque : B € R™**
Les résultats ci-dessous s'applique avec k = 1 au cas précédent.

Soit A € M, n(R), B € R™*  trouver X € R™ ¥ tel que
AX =B (P).

» Théoreme (Existence)
Im(B) := {Bv; v € R"} C Im(A) := {AY; Y € RV} «—
AATB = B Si AAT B = B alors il existe une solution 3 (P).

= Sealech

ECOLE DINGENIEURS

24/25



Pseudo-inverse Moore-Penrose

Applications 3 la résolution d’un systéme linéaire quelconque : B € R™**
Les résultats ci-dessous s'applique avec k = 1 au cas précédent.

Soit A € M, n(R), B € R™*  trouver X € R™ ¥ tel que
AX =B (P).

» Théoreme (Existence)
Im(B) := {Bv; v € R"} C Im(A) := {AY; Y € RV} «—
AATB = B Si AAT B = B alors il existe une solution 3 (P).

» En effet, supposons que Im(B) C Im(A). Soit v € R", alors il
existe Y € R™** tel que BV = AY. Or, AA+ A=A, ona
donc BV = AY = AAT ABV . Puisque V est arbitraire, on en
déduit le résultat.
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Applications 3 la résolution d’un systéme linéaire quelconque : B € R™**
Les résultats ci-dessous s'applique avec k = 1 au cas précédent.

Soit A € M, n(R), B € R™*  trouver X € R™ ¥ tel que
AX =B (P).

» Théoreme (Existence)
Im(B) := {Bv; v € R"} C Im(A) := {AY; Y € RV} «—
AATB = B Si AAT B = B alors il existe une solution 3 (P).

» En effet, supposons que Im(B) C Im(A). Soit v € R", alors il
existe Y € R™** tel que BV = AY. Or, AA+ A=A, ona
donc BV = AY = AAT ABV . Puisque V est arbitraire, on en
déduit le résultat.

» Réciproquement, si B = AATB = AY avec Y = A" B alors
Im(B) C Im(A).
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Applications 3 la résolution d’un systéme linéaire quelconque : B € R™**
Les résultats ci-dessous s'applique avec k = 1 au cas précédent.

Soit A € M, n(R), B € R™*  trouver X € R™ ¥ tel que
AX =B (P).

» Théoreme (Existence)
Im(B) := {Bv; v € R"} C Im(A) := {AY; ¥ € RV} =
AAYB = B Si AAT B = B alors il existe une solution 3 (P).
» Théoreme (Solution)

Toutes les solutions de P sont de la forme
X =ATB+(I-ATA)Y, YeRY,
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Applications a la résolution d'un systeme linéaire quelconque

24/25

-Be Rm,xk

Les résultats ci-dessous s'applique avec k = 1 au cas précédent.
Soit A € M, n(R), B € R™*  trouver X € R™ ¥ tel que

AX = B (P).

» Théoreme (Existence)
Im(B) := {Bv; v € R"} C Im(A) := {AY; ¥ € RV} =
AAYB = B Si AAT B = B alors il existe une solution 3 (P).

» Théoreme (Solution)

Toutes les solutions de P sont de la forme

X=ATB+(I-ATAY, Y ecR™F,

En effet,

AX

AATB + A(I — ATA)Y  puisque

B+ (A— AATA)Y
B

puisque

B=AA"B
AATA=A

= Sealech
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Applications 3 la résolution d’un systéme linéaire quelconque : B € R™**
Les résultats ci-dessous s'applique avec k = 1 au cas précédent.

Soit A € M, n(R), B € R™*  trouver X € R™ ¥ tel que
AX =B (P).

» Théoreme (Existence)
Im(B) := {Bv; v € R"} C Im(A) := {AY; ¥ € RV} =
AAYB = B Si AAT B = B alors il existe une solution 3 (P).
» Théoreme (Solution)
Toutes les solutions de ‘P sont de la forme
X=ATB+(I-ATAY, Y ecR™F,
» Théoreme (Solution)
Une solution de P est unique ssi ATA =1
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Applications a la résolution d'un systeme linéaire quelconque : B € R™*F

Remarque

» ACR™™ etdet(A) #0= AT = A~!
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Applications a la résolution d'un systeme linéaire quelconque : B € R™*k

Remarque

» ACR™™ etdet(A) #0= AT = A~!
» conséquence : X = ATB + (I — AYA)Y = A~ B prend son
sens "unique”
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Applications 3 la résolution d’un systéme linéaire quelconque : B € R™**

Remarque

» ACR™™ etdet(A) #0= AT = A~!

» conséquence : X = ATB + (I — AYA)Y = A~ B prend son
sens "unique”

» la solution particuliere X = AYB 4+ (I — ATA)Y avecY =0
minimise Tr( XTX Z T ;-
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Pseudo-inverse Moore-Penrose

Applications 3 la résolution d’un systéme linéaire quelconque : B € R™**
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Remarque

>

>

A R™™ etdet(A) #£0= AT = A~!

conséquence : X = ATB+ (I — ATA)YY = A~'B prend son
sens "unique”

la solution particuliere X = ATB + (I — ATA)Y avecY =0
minimise Tr( XTX Z T ;-

Lorsque k =1, i.e, b € ]Rm, alors X € R™ et
THXTX) =

= Sealech
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Remarque

>

>

A R™™ etdet(A) #£0= AT = A~!

conséquence : X = ATB+ (I — ATA)YY = A~'B prend son
sens "unique”

la solution particuliere X = ATB + (I — ATA)Y avecY =0
minimise Tr( XTX Z T ;-

Lorsque k =1, i.e, b € ]Rm, alors X € R" et
THXTX) =
On peut généraliser a un systéme AXC = B o1 A €
B e R™*, C € RP*9. On montre que ce systéme admet une
solution si AATBCTC = B et admet une solution sous la
forme X = ATBCTY — ATAYCCY pourY € R™*P

= Sealech
quelconque.
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