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Exercice 1.

On considère la matrice A =

(
2 −1
−1 2

)
1. En utilisant la méthode de la puissance itérée, calculer la plus grande

valeur propre λ1 de A et le vecteur propre associé x1 en utilisant x0 =
(1, 0)T à 0.01 près.

2. En utilisant la méthode de la puissance inverse, calculer la plus petite
valeur propre λ2 de A et le vecteur propre associé x2 en utilisant x0 =
(1, 0)T à 0.01 près.

3. Même question avec la méthode de déflation.

Exercice 2 (Élements propres du Laplacien 1D).
On considère l’équation de la chaleur stationnaire unidimensionnel suivant :

(P )

{
−u′′(x) = f(x), x ∈ (0, 1),
CL

où f est une source de chaleur et CL désigne les conditions aux limites soit de
Dirichlet soit de Neumann-Dirichlet :

CL =

{
CLD : u(0) = 0, u(1) = 0, conditions de Dirichlet,
CLM : u′(0) = 0, u(1) = 0, conditions mixtes Neumann-Dirichlet.

1. Fonctions propres et valeurs propres :

(a) Montrer qu’ils existent une infinité dénombrable de couples (λk, uk(·))
valeurs propres-fonctions propres (uk(·) vérifie (P) avec f(·) = λkuk(·))
du problème (P) muni des conditions aux limites CLD. On note dans
la suite les valeurs propres 0 < λ1 < λ2 < . . . .

(b) Même question pour le problème (P) muni des conditions aux limites
CLM . On note dans la suite les valeurs propres 0 < β1 < β2 < . . . .

2. Convergence vers l’état stationnaire : on considère le problème non
stationnaire

(NSP )


∂
∂tu(x, t)− ∂2

∂x2u(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0
u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1)
CL

muni de la condition initiale u0 et des conditions aux limites CL.

(a) Étudier la convergence de la solution u(·, t) lorsque t → ∞ pour le
problème (P) muni des conditions aux limites CLD.



(b) Même question pour le problème (P) muni des conditions aux limites
CLM .

(c) Pourquoi les vitesses de convergences sont-elles différentes ? Peut-on
donner une interprétation physique ?

3. Fonctions propres et valeurs propres du problème discret : dans
toute la suite de l’exercice, on considère le problème (P) muni des condi-
tions aux limites CLD.

(a) Soit h = 1
n le pas de la subdivision de l’intervalle [0, 1]. Donner la

matrice de discrétisation Ah de l’opérateur u′′.

(b) Montrer que les valeurs propres et fonctions propres pour k = 1, . . . , n−
1 sont

λhk =
4

h2
sin2

(
kπh

2

)
(uhk,i)16i6n−1 = sin(kπih)

(c) Étudier la convergence de λhk vers λk lorsque h→ 0. Expliciter le lien
entre les fonctions propres uk(·) et les vecteurs propres (uhk,i)16i6n.
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