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Modélisation, analyse mathématique et numérique de divers écou-
lements compressibles ou incompressibles en couche mince

Résumé

Dans la premiére partie, on dérive formellement les équations PFS (Pressurised and Free
Surface) pour les écoulements mixtes en conduite fermée avec variation de géométrie. On écrit
I’approximation de ces équations & ’aide d’un solveur VFRoe et d’un solveur cinétique en décen-
trant les termes sources aux interfaces. En particulier, on propose le décentrement d’un terme de
friction, donnée par la loi de Manning-Strickler, en introduisant la notion de pente dynamique.
Enfin, on construit un schéma bien équilibré préservant les états stationnaires au repos en défi-
nissant une matrice a profil stationnaire congue pour le schéma VFRoe. Suivant cette idée, on
construit, en toute généralité, un schéma bien équilibré préservant tous les états stationnaires.

Pour traiter les points de transitions (i.e. le changement de type d’écoulement surface libre
vers charge et vice et versa), on étend la méthode des « ondes fantomes » dans ce contexte et
on propose un traitement complétement cinétique.

Dans la deuxiéme partie, on étudie des équations primitives compressibles simplifiées dans le
cadre de la modélisation de la dynamique de ’atmosphére. En particulier, on obtient un résultat
d’existence de solutions faibles globales en temps en dimension 2 d’espace. On établit également
un résultat de stabilité de solutions faibles pour le modéle en dimension 3 d’espace. A cet égard,
on introduit un changement de variables convenable qui permet de transformer les équations
initiales en un modéle plus simple & étudier.

Dans la troisiéme et derniére partie, on présente une courte introduction & la cavitation.
En particulier, on rappelle les différents types de cavitation et les modéles mathématiques de
Rayleigh-Plesset pour 1’étude d’une bulle isolée et un modéle de mélange plus complexe. En vue
de modéliser la cavitation dans les conduites fermées, on introduit un modéle & deux couches
pour prendre en compte, dans un premier temps, l'effet d’'une poche d’air comprimée par la
surface libre et les bords de la conduite. En particulier, le systéme obtenu, & 4 équations, est
généralement non hyperbolique et ses valeurs propres ne sont pas calculables explicitement. On
propose alors une approximation numérique basée sur un schéma cinétique mono-couche.

Dans le dernier chapitre, on dérive formellement un modéle de transport de sédiments basé
sur I’équation de Vlasov couplée & des équations de Navier-Stokes compressibles avec un tenseur
de viscosité anisotrope. Ce modéle est ensuite obtenu par le biais de deux analyses asymptotiques.

Mots-clés: Ecoulement mixte en conduite fermée, Equations a surface libre, Equations en charge,
Volumes Finis, Solveur VFRoe, Solveur cinétique, Schéma bien équilibré, Equations primitives
compressibles, Existence et stabilité de solutions faibles, Equations de Navier-Stokes compres-
sibles anisotropes, Cavitation, Modéle bi-couche, Equations de Saint-Venant-Exner.



Modeling, mathematical and numerical analysis of various com-
pressible or incompressible flows in thin layer

Abstract

In the first part, we formally derive the PFS (Pressurised and Free Surface) equations
for unsteady mixed flows in closed water pipes with variable geometry. We write the numerical
approximation of these equations by a VFRoe and a kinetic solver by upwinding the sources
terms at the cell interfaces. Particularly, we propose the upwinding of a friction term (given by
the Manning-Strickler law) by introducing the notion of dynamic slope. Finally, we construct
a well-balanced scheme preserving the still water steady states by defining a stationary matrix
especially constructed for the VFRoe scheme. Following this idea, we construct a well-balanced
scheme which preserve all steady states.

To deal with transition points occurring when the state of the flow changes (i.e. free surface
to pressurised and conversely), we extend the « ghost waves » method and propose a full kinetic
approach.

In the second part, we study a simplified version of a compressible primitive equations for
the dynamic of the atmosphere. We obtain an existence result for weak solutions global in time
for the two-dimensional model. We also state a stability result for weak solutions for the three
dimensional version. To this end, we introduce a useful change of variables which transform the
initial model in a more simpler one.

We present a small introduction to the cavitation phenomena. We recall the different kinds
of cavitation and some mathematical models such as the Rayleigh-Plesset equation and a mixed
model. As a first step toward the modeling of the cavitation in closed pipes, we propose a bilayer
model which take into account the compressibility effect of the air onto the free surface. As
pointed out by several authors, such a system, of 4 equations, is non hyperbolic and generally,
eigenvalues cannot be explicitly computed. We propose a numerical approximation by using a
kinetic scheme.

In the last chapter, we formally derive a sediments transport model based on the Vlasov
equation coupled to an anisotropic compressible Navier-Stokes equations. This model is obtained
by performing two asymptotic analysis.

Keywords: Unsteady mixed flows in closed water pipes, Shallow water equations (Saint-Venant),
Pressurised equations, Finite Volume, VFRoe solver, Kinetic solver, Well-balanced scheme, Com-
pressible primitive equations, Existence and stability results, Anisotropic compressible Navier-
Stokes equations, Cavitation, Bilayer model, Saint-Venant-Exner equations.
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AVANT-PROPOS

Au cours de cette thése, je me suis intéressé de maniére générale & la modélisation mathé-
matique, a I’analyse théorique et a 'approximation numérique d’équations issues de phénomeénes
physiques complexes de type « couche mince ».

Mon travail s’articule autour des centres d’intéréts suivants :

e Ecoulements d’eau instationnaires mixtes (en charge et a surface libre) dans des conduites
fermées,

e Modélisation de la dynamique de I'atmospheére,

e Modélisation de la cavitation,

e Modélisation de la sédimentation.

Ce manuscrit est divisé en trois parties et cinq chapitres qui correspondent & des développements
d’articles publiés, soumis ou en cours de rédaction. Chaque chapitre est terminé par des remarques
générales et perspectives. Je présente ici un résumé détaillé de chacun de ces chapitres.

N.B. Les références en gras correspondent & celles ou je suis auteur ou coauteur.

Partie I : Dérivation formelle et analyse numérique d’équations
pour les écoulements mixtes en conduites fermées & géométrie et
pente variables.

Dans le premier chapitre de cette thése, je me suis intéressé au couplage entre un écoulement
en charge et un écoulement a surface libre dans le cas d’une conduite & section variable. Comme
le montre I'expérience, c¢’est un probléme délicat compte tenu de I'instabilité du phénoméne. De
plus, celui-ci est en outre peu accessible aux mesures directes dans un contexte industriel. Le suivi
en temps réel a 'aide d’une simulation numérique est d’un intérét majeur pour les ingénieurs en
tant qu’outil de validation et de prévision. Il existe en effet des risques trés importants liés a des
surpressions, compromettant l'intégrité de la structure. Ce type de probléme se rencontre dans
la modélisation des écoulements dans des réseaux d’assainissement lors d’orages violents, dans
des canaux d’amenée en amont des usines hydroélectriques. La définition d’une stratégie et d’un
modéle pour la prise en compte de I'entrainement d’air : poches d’air, cavitation en cas de forte
dépression et aussi mélange air-eau sont & considérer. Ce travail est en cours de développement
dans la derniére partie de cette theése.

Le systéme PFS (Pressurized and Free Surface) pour les écoulements a surface libre et en
charge dans une conduite fermée & géométrie et a pente variables est donné par les équations
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suivantes :

KA+ 0,Q = 0,

Q* dz
atQ+ax Z_{_p(xaAaE) = _QAE_FPT(:QA’E)_G(:C’A’E)

ou t est la variable de temps, x I'abscisse curviligne suivant un axe privilégié d’écoulement. L’in-
connue A(t,x), homogéne & une aire, est la variable « mixte » car elle permet de calculer tantot
le niveau d’eau a surface libre, tantot la pression en charge. L'inconnue Q(¢,x) correspond au
débit associé. Le terme de pression p(x, A, F) est égal a la pression a surface libre (i.e. la pression
hydrostatique) lorsque la variable d’état E est égale a 0, ou bien de type mixte hydrostatique-
acoustique en cas de charge (E = 1). Cette pression est définie de facon a étre continue a travers
les points de transition (i.e. les points ou il y a changement du type d’écoulement) mais le gra-
dient de pression est nécessairement discontinu car il correspond & des vitesses d’onde d’ordre de
grandeur trés différents (quelques m/s pour la surface libre jusqu’a 1400m/s pour 1’écoulement
en charge dans le cas de I’eau) : le changement s’effectuant a travers chaque point de transition.
Les termes sources sont :

dZ(x)

dx

e le terme source de pression : Pr(z, A, E),

e le terme de courbure : G(x, A, E),

e le terme de friction : K(z, A, E).

La résolution numérique des équations PFS est basée sur un schéma explicite VFRoe avec
traitement décentré des termes sources, suivant [6], que j’ai adapté au cas d’une conduite a
section et pente variables pour un écoulement soit complétement en charge soit complétement
a surface libre (c.f. Chapitre 2- Section 2.2). Les points de transition, c’est a dire les points de
passage d’un type d’écoulement & un autre font bien siir objet d’un traitement particulier. A
cet effet, j’ai suivi la procédure décrite par Bourdarias et al 7] qui consiste a traiter 'interface
de transition comme une frontiére libre et a résoudre un probléme de Riemann linéaire a matrice
discontinue, reflétant la discontinuité du gradient de pression. Le calcul des états de part et
d’autre de 'interface, coincidant avec la ligne de discontinuité de la matrice, sont obtenus via
une méthode que j’ai nommé « onde fantome » et en utilisant les conditions d’admissibilité de
Song et al [14] : la vitesse de transition est nécessairement comprise entre la vitesse caractéristique
associée a ’état a surface libre et celle en charge. La méthode numérique VFRoe avec traitement
de points de transition multiples dans une conduite a géométrie et pente variable a fait I'objet
d’une publication [3].

e le terme de pente :

Je présente également une approche cinétique basée sur les travaux de Perthame et al [13]
que j'ai adaptée au cas des équations PFS (c.f. Chapitre 2-Section 2.3). Cette méthode repose
sur la formulation cinétique de ces équations. Les avantages de cette approche par rapport a la
méthode numérique précédente sont multiples :

e écriture facile du flux numérique a partir de I’équation microscopique (généralement une

simple équation de transport linéaire),

e prise en compte, de maniére naturelle, des écoulements sur fond sec et de I'asséchement,

e décentrement des termes sources basé sur une méthode de caractéristiques généralisées

(permettant de les traiter simultanément : on fait apparaitre pour cela un terme unique
que nous appelons « pseudo-topographie » ),

e schéma bien équilibré.
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Une premiére publication concernant cette méthode cinétique pour les équations en charge est
présentée dans [2] et une autre publication a paraitre [4] décrivant une fagon de traiter les
termes sources simultanément. Enfin, I’étude compléte du schéma cinétique bien équilibré avec
termes sources décentrés est en cours de rédaction [5]. Dans cette perspective, nous proposons
une approche cinétique pour traiter les points de transition en cohérence avec le reste du schéma.

Partie II : Autour des équations primitives compressibles.

Au Chapitre 3 de cette thése, en collaboration avec T. Ngom, nous avons étudié des équa-
tions primitives compressibles en dimension 2 d’espace dans lequel nous établissons un résultat
d’existence de solutions faibles globales en temps. Cette étude a fait ’objet d’une note [10]. Nous
avons également étudié avec M. Sy la version 3-dimensionnelle de ces équations et nous obtenons
un résultat de stabilité pour les solutions faibles (un article a été récemment soumis [11]).

Dans la hiérarchie des modéles, les équations primitives se situent entre les équations non
hydrostatiques et les équations de Saint-Venant. Elles sont généralement construites & partir des
équations de Navier-Stokes pour la dynamique de atmosphére [15] en utilisant ’approximation
hydrostatique et 1'aspect ratio du domaine (dans le méme esprit que Gerbeau et al 12| pour la
dérivation des équations de Saint-Venant). Nous proposons, ici, une construction différente. Nous
aboutissons & un systéme d’équations ou le terme visqueux est de la forme div(v(¢,z,y)D(u))
(ot v est une viscosité dépendant de la densité p et D est le tenseur de taux de déformation) a
I'instar des équations primitives classiques dont la viscosité est constante et la diffusion est pAu
(voir [15]).

Les équations en dimension 2 sont :

9p + 0z(pu) + 0y (pv) = 0,
Oy(pu) + 0, (pu®) + 9y (puv) + 0pp = Op(vi(t,m,y)0pn) + Oy (va(t, z,y)Oyu), (1)
Oyp = —pg

ol x et y représentent respectivement la variable d’espace horizontale et verticale. (u,v) est le
champ de vitesse de composante horizontale u et verticale v, p est la loi de pression donnée par :

p(p) = p, (2)

oil ¢ est une constante donnée par ¢ = RT ou R est la constante spécifique de l'air et 7 la
température. Les viscosités suivant I’horizontale v et suivant la verticale v5 sont données par :

141 (ta €, y) = V(]eig/CQy’
VZ(t7 xZ, y) = Voeg/62y7

ol vy est une constante positive.
En notant
Q={(z,y); 0<z<l,0<y<h}

et en imposant les conditions aux limites :

Up=0 = Wz=] = 0,
Uly=0 = Vy=h =0, (3)

avec les données initiales :
U=0 = uO(x7 y)a
2
— C
Plt=0 = So(w)e 9/e%y
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nous obtenons le résultat d’existence suivant :

Théoréme. Soient & et ug tels que :

(€0, u0) € WH(Q),  ugjp—g = Ugj—y = 0.

Alors p(t, z,y) est borné dans L™ (0,T, L>°(2)) et le systéme (1) munis des conditions aux limites
(3) admet une solution faible globale en temps, i.e. il existe une famille de fonctions (p, u,v) telles
que p =0 et

p € L0, T;WH3(Q)), Op € L*(0,T; L*(2)), (5)

we L0, T;W*2(Q)nWh20,T; L*(Q)), wve L*0,T;L*(Q)) (6)

qui satisfont (1) au sens des distributions. En particulier, pour toute fonction ¢ réguliére a support
compact et telle que ¢y—7 =0, on a :

T
/ / pudyd + putdyd + puvd, o + pdyd + pvo dedydt
0 JO

T
= _/ / V10 U0, @ + 120y udy ¢ dxdydt +/ U PoP|i=o dxdy.
0 JO Q

Les équations en dimension 3 sont :

Oip + divy (pu) + 9y (pv) =0,
O (pu) +div, (pu®u) + 9y (pvu) + Vup(p) = 2div, (11 Dy (u)) + 0y (120yu) , (8)
dyp(p) = —gp

ou x = (x1,x2) et y représentent respectivement la variable d’espace horizontale et verticale.
(u = (u1,uz),v) est le champ de vitesse de composante horizontale u et verticale v, p est la loi
de pression donnée par (2). Le systéme est muni des conditions aux limites :

conditions périodiques sur 02,
Uly=0 = Vjy=h =0, (9)

avec les données initiales :
11(0, x, y) = UQ(x, y), ,
p(0,z,y) = &(z)e /Y.

Dans le cas de la dimension 3, on choisit les viscosités comme suit :

(10)

141 (t, z, y) = Vp(ta €, y)e—g/CQy,
va(t,x,y) = vp(t, 2, y)e?/ Y,

ol v est une constante positive.

Il est bien connu que I’équation hydrostatique pose des difficultés pour obtenir des estima-
tions & partir de I’énergie du systéme. En effet, ’énergie classique d’un systéme est obtenu en
multipliant I’équation de la quantité de mouvement par le champ de vecteur v = (u,v). On
obtient alors :

d
— p|u|2—|—plnp—p—{—1dxdy+/ 21y |Dx(u)|2—|—1/2‘8§u| d:vdy+/pgvdxdy:0,
dt Jo Q Q
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ou, malheureusement, le signe de l'intégrale / pgv dx est inconnu (dans cette égalité, D, (u)
Q

représente le tenseur de taux de déformation par rapport a la variable x = (z1,x2)). Pour
palier cette difficulté, nous devons recourir & un modéle intermédiaire. Ce dernier est obtenu en
exploitant I’équation hydrostatique 9,p = —gp qui fournit p = {e™¥, aprés simplification g = 2.

L’inconnue £ est alors solution du systéme intermédiaire :

0i¢ + div, (5 u) + 0. (&U) =0,
O (Eu) +divy (u®u) + 90, (Ewu) + V€ = 2div, (11 Dy (u)) + 9. (120,u), (11)
0.6 =0

obtenu par le changement de variable z = 1 — e ¥ et w = e Yv. Enfin, en combinant les esti-
mations provenant de I’énergie du systéme (11) et les estimations obtenues a partir de ’entropie
mathématique (voir, par exemple, [8]), on aboutit & un résultat de stabilité de solutions faibles.
En cheminement inverse, ce résultat est « transporté » aux équations primitives compressibles
(8). En particulier, on a le résultat suivant :

Théoréme. Soit (pn, Un,v,) une suite de solutions faibles du systéme (11) munis des conditions
auz limites (9) et des données initiales (10), satisfaisant 'inégalité d’énergie :

d L 1) ) dzd (2|Dy(w)|* + |0-ul?) dzd 3 ddz <
(€5 @me—crn) dots+ [ oD + o) dods v [ ot dod <

et linégalité d’entropie avec ) = u+ 2vVIng,

[¥*
dt < +&In¢ — §+1> dxdz
+/ (2y§ |8,w|* + 2w€ | Ay (w)|? + v¢ \3Zu]2> dxdz (12)
Q

2
_|_/ (rgju\?’—i—Qur]u\ qu—l—SV‘Vx\/g‘ > drdz <0
Q

Soient py et wy une suite de données initiales telles que :
pn =0, pg = po dans L'(Q),  pgug — pouo dans L'(9). (13)

Alors, quitte & extraire une sous-suite :
e pyn converge fortement dans C°(0,T; L3/%(Q)),
\/Pny, converge fortement dans L2(0 T; L3%(0)?),
Pty converge fortement dans L' (0, T; Ll(Q) ) pour tout T > 0,
(Pns /Prtn, /Pnn) converge vers une solution faible de ’équation de la conservation de la
masse du systéeme (8)-(3),
(P, Un, V) converge vers une solution faible de I’équation de la conservation de la quantité
de mouvement du systéme (8)-(3).

Partie III : Travaux en cours et perspectives.

Dans cette partie, j’ai regroupé tous les travaux actuellement en cours de développement.
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Premiers pas vers la cavitation.

Au Chapitre 4, en lien avec les écoulements en conduite fermée, j’ai étudié un modéle pour
la prise en compte de 'air sous forme d’un modéle bi-couche. C’est une étape préliminaire pour
la modélisation de la cavitation.

Comme le montre I’expérience, la surpression due au coup de bélier peut provoquer de fortes
tensions du matériau, voire sa rupture. D’autre part, une surpression est généralement suivie
d’une onde de dépression. Si la pression atteint la pression de vapeur, alors des bulles se forment.
En particulier, lorsque ces bulles de vapeur rencontrent une zone de haute pression, elles im-
plosent en produisant « un bruit de cailloux secoués », endommageant et usant prématurément
la structure. C’est le cas par exemple au voisinage d’une pompe ot, en amont, une zone de
dépression peut étre observée, tandis qu’au voisinage de la pompe régne une zone de haute pres-
sion. On rencontre aussi le probléme dans les zones de fort rétrécissement de la conduite. Par
exemple, dans une conduite a géométrie convergente, au fur et mesure que la conduite rétrécit,
la vitesse s’accélére et la pression peut diminuer avec risque de cavitation. Le champ d’action
de la cavitation est varié, il concerne le domaine de 'aérospatiale, le génie civil, I'automobile,
I'industrie pétroliére, le nucléaire, le biomédical et méme la faune!

C’est un probléme délicat pouvant entrainer des dommages irréversibles. A titre d’exemple,
le 15 novembre 1999, la fusée japonaise de transport de satellites finit son vol dans I'océan ; les
scientifiques ont montré que la cavitation a provoqué 'usure prématuré d’une pale de la turbo
pompe d’injection d’hydrogeéne liquide qui s’est détachée. Les claquements des articulations du
corps humain sont la conséquence d’un phénoméne de cavitation. En effet, au sein du liquide
synovial (lubrificateur naturel pour les cartilages), des cavités de gaz peuvent apparaitre. Lors-
qu’elle rencontre des zones ot la pression est plus élevée, le gaz se condense et provoque ce bruit.
Les conséquences peuvent étre éventuellement trés douloureuses.

La cavitation peut parfois étre technologiquement exploitée : pendant la guerre froide, une
arme destinée a remplacer les torpilles et les missiles voit le jour : le CHKAVAL. 1l est capable
d’atteindre des vitesses de 360 km/h sous I'eau et de frapper un sous marin avant qu’il ne s’en
rende compte ou encore de voler en plein air pour aller couler un bateau. Le principe est décrit
comme suit : la transformation de I’eau au contact du CHKAVAL en une fine couche de vapeur
a pour conséquence de réduire la trainée. C’est ce que l'on appelle la super-cavitation.

Un autre exemple concerne une crevette tropicale. Elle posséde une pince surdéveloppée par
rapport & 'autre qui lui permet de créer une bulle de cavitation pour assommer ou tuer le
plancton environnant. Il existe de nombreux exemples dans la « vie de tous les jours » ot la
cavitation intervient en provoquant des dommages ou au contraire peut étre utilisée. Ce rapide
tour dans le monde de la cavitation montre bien son importance, les enjeux économiques et donc
l'utilité de modéliser ce phénoméne pour mieux le comprendre et prévenir des dégats qu’il peut
occasionner. La partie concernant la cavitation consistera essentiellement & faire un historique
depuis Berthelot et Reynolds.

En vue de modéliser ce phénoméne complexe dans les conduites fermées, j'envisage d’utiliser
un modéle bi-couche avec transfert de masse chacune des couches étant diphasique. Pour me
familiariser avec les modéles bi-couches, j’ai commencé par la modélisation de ’entrainement
d’air via un « modeéle jouet ». Ce modéle est issu des hypothéses simplificatrices suivantes : les
couches sont non miscibles, la couche de gaz est compressible, la température est constante tout le
long du processus, la pression est continue a l'interface air-eau, enfin il n’y a aucun échange avec le
milieu extérieur. Dans ces conditions, j’obtiens un modéle possédant une entropie mathématique.
L’énergie dissipée par la couche d’air est gagnée par la couche d’eau et vice et versa. Les équations
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sont :
oM +0,D = 0
D? M M
8D+@<—~+—£>:=——£@S—A
t 2 —eou(s - 4)
OA+0,.Q = 0
00+ 0, (L 4 oL Ayeoso+ A—9M ) 49,7 (14)
t X A gl'r’ COs ’}/(S—A) - g x
+1y(x, A) cos 0
M
_|_a78xA
v(S—A)

ou t est la variable de temps, x € R la variable d’espace, ou M (t,z) est la densité de masse
volumique de l'air, A(t,z) la surface mouillée, D(¢,x) et Q(t,x) sont respectivement le débit
d’air et d’eau, cZ(t, x) est la vitesse du son dans l'air calculée en fonction de la loi des gaz parfait
de coefficient adiabatique v (= 7/5 pour lair), S(z) la section de la conduite, I (z, A) le terme

de pression hydrostatique, le terme de pente et Iz(x, A) le terme source de pression.

L’inconvénient de ce type de systéme est qu’il n’est hyperbolique que lorsque la vitesse des
deux couches sont proches. De maniére générale (en particulier dans notre cas ou les vitesses
peuvent étre trés différentes) le spectre de la matrice de convection est composée de deux valeurs
propres réelles et de deux valeurs propres complexes. De plus, le calcul de ces derniéres n’est
pas explicite. Par conséquent, la résolution numérique a ’aide d’une méthode Volumes Finis en
résolvant le probléme de Riemann aux interfaces ne sera pas considérée. En revanche, un solveur
cinétique convient parfaitement puisqu’il ne nécessite aucun calcul de valeurs propres. On utilise
ainsi la méthode cinétique telle qu’elle sera décrite dans la premiére partie. Ce travail a été soumis

[1]

Modélisation de la sédimentation.

Au Chapitre 5, en collaboration avec T. Ngom, on présente la dérivation formelle d’'un modéle
de sédimentation pour les écoulements en surface libre. Un article est en cours de préparation
[9].

Pour prendre en compte la sédimentation, on utilise I’équation de Vlasov couplée & un modéle
de Navier-Stokes compressible avec un tenseur de viscosité anisotrope. On se place dans un cadre
simplifié, & savoir les particules sont de méme taille (afin d’éviter le probléme de la granulométrie)
et soumises a la gravité. Plus précisément, en se basant sur les travaux de Goudon et al, et en
ajoutant le terme de gravité, I’équation de Vlasov s’écrit :

O f + diVﬂC(Uf) + diVU((F + g)f) =rAyf (15)

ot f est la densité de particules, v € R? la vitesse cinétique d’une particule soumise a la force
de gravité § = (0,0, —g)" et F la force de friction de Stokes. Le terme de diffusion rA, f décrit
le mouvement Brownien des particules ot r > 0 est la vitesse de diffusion donnée par la formule
d’Einstein.
D’un autre coté, le fluide, supposé compressible, est gouverné par les équations de Navier-
Stokes :
Opw + div(py,u) =0, (16)
O (pwu) + div(pwu @ u) + Vp(t, x) = dive (py, u) + §, (17)

p=p(t ) (18)
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ou u(t,x) = (uy,ug,us)(t,x) est le champ de vitesse et p, (¢, x) la densité. Le terme p est une
pression barotrope non homogéne tenant en compte l'effet des sédiments dans le fluide. Le terme
o(pw,u) est le tenseur de contrainte :

—pls + 2% (pyw) : D(u) + M py)div(u) I3
ot I3 correspond & la matrice identité et X(p,,) est le tenseur de viscosité anisotrope :

)
11 (pw)  i(pw)  p2(pw)
p1(pw) (Pw)  12(pw)
M3(pw) M3(Pw) /1'3(/)11})

ou f; # pj, Vi # j . En particulier, le tenseur visqueux ¥(p,,) : D(u) s’écrit :

M1
1

Ml(/’w)amul Ml(zpw) (amul + aﬂclu?) = (;W) (aﬂc:aul + axlu3)
’“(2'%) (D uz + Opyur) 111 ( o) Dy 2 “2(2'%) (Dpyti + Opyuz) | - (19)
) O+ 0ryr) 2L O + 00y )

Un premier couplage a donc lieu au niveau du terme de pression. Le deuxiéme est réalisé a I'aide
du terme source § qui inclut la force de gravité :

5= —/ Ffdv+ pug. (20)
R3

En particulier, le terme — / F fdv permet de prendre en compte la contribution des sédiments
R3
interagissant dans le fluide.

Une premiére analyse asymptotique comparant un temps caractéristique a celui du temps
de relaxation permet d’obtenir, aprés intégration contre 1 et v, la limite hydrodynamique de
I’équation de Vlasov. En ajoutant ces derniéres au systéme de Navier-Stokes, on obtient les
équations que 'on nomme : modéle de « mélange » :

Op + div(pu) = 0,

O(pu) + divy(pu®@u) + Vo P =2 (div(EO :D(u)) + V(A(p)div(u))) — gpk .

ou

P =p(p) + Ops
et v/ est une fluctuation de vitesse. Enfin, une analyse asymptotique en couche mince, sur le
modéle ci-dessus, permet d’obtenir les équations de transport de sédiments :

Oyh + div(ha) = 0,

8y (htt) + div(ha ® @) + ghV (g + b)

Il
£
=
>
)
—~
|
=
|
N
M
[N
£
N———

Oib + uV b = .
ou ’équation sur b gouverne la partie morphodynamique du fond variable. Les équations ainsi

1
obtenues sont différentes de celle de Saint-Venant-Exner a cause du coefficient = au lieu de 3
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CHAPITRE 1. Les équations PFS

NOTATIONS

(0,1,j,k) : base cartésienne

w(x,0,b(x)) : représentation paramétrique dans le repére (O, 1,j,k) de la courbe plane C
correspondant a ’axe d’écoulement principal

(T,N,B) : repére de Serret-Frenet le long de C avec T le vecteur unitaire tangent, N la
normale et B le vecteur binormal

X, Y, Z : coordonnée locale dans le repére de Serret-Frenet ot X est I’abscisse curviligne,
Y la largeur de la conduite, Z la B-coordonnée.

o(X,Z)=p(X,Z)—a(X, Z) : largeur de la conduite avec 5(X, Z) (resp. a(X, Z)) le point
de frontiére droit (resp. gauche) a l'altitude Z

0(X) : angle (i, T)

S(X) : section transverse

R(X) : rayon de la section S(X)

Nyp : vecteur normal unitaire sortant & la frontiére mouillée en contact avec la conduite
n : vecteur normal unitaire sortant au point m € 02

Notations concernant le modéle en surface libre

Q(t, X) : section a surface libre

H(t, X) : hauteur d’eau physique

h(t,X) : Z-coordonnée du niveau d’eau

ng : vecteur normal & la surface libre suivant B
A(t, X) : section d’aire mouillée

Q(t, X) : débit

po - densité de 'eau & pression atmosphérique pg

Notations concernant le modéle en charge

Q(X) : section en charge
p(t, X) : densité de I'eau

B : coefficient de compressibilité de 1’eau
1

c= : vitesse d’onde en charge
VB po
A(t,X) = .5 : section daire mouillée équivalente
0
Q(t, X) : débit

Notations concernant le modéle PFS

PF'S : Pressurised and Free Surface

S(t,X) : section d’eau physique : S(¢,X) = A(t,X) si (t,X) est dans une zone surface
libre, S(X) sinon

H(t, X) : Z-coordonnée du niveau d’eau : H(t, X) = h(t,X) si (¢, X) est dans une zone
surface libre, R(X) sinon

Autres notations

a l'exception de S, tous les autres caractéres en gras dénotent un vecteur.
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1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux écoulements unidimensionnels dans des domaines de type
« couche mince » possédant un axe d’écoulement privilégié et dont le vecteur vitesse d’écoulement
est paralléle & cet axe. En particulier, le profil des vitesses est constant dans toute la section.

V;

axe d’écoulement

FIGURE 1.1 — Profil de vitesse constant dans toute la section

1.1.1 Awutour des équations de Saint-Venant

Dans ce contexte, on présente un modéle de type Saint-Venant pour les écoulements mixtes
en conduite fermée et a section variable. Un écoulement mixte, par définition, est un écoulement
tantot a surface libre, tantot en charge (lorsque la conduite est pleine).

Les équations de Saint-Venant, généralement écrites sous forme conservatives, sont classique-
ment utilisées pour modéliser les écoulements & surface libre en « eaux peu profondes » : i.e.
lorsque la longueur est grande devant la hauteur d’eau. Le systéme de Saint-Venant initiale-
ment introduit dans sa version mono-dimensionnelle dans un Compte Rendu a I’Académie des
Sciences en 1871 par A.J.C. Barré de Saint-Venant est un systéme hyperbolique décrivant 1’écou-
lement d’eau dans un canal rectiligne & fond plat en termes de hauteur d’eau h(t, z) et de vitesse
moyennée selon la direction verticale, u(t, x) :

ath + amq = 0’

2 2
q  gh™\

ou g désigne la gravité. La seconde variable conservative q(t,z) = h(t, z)u(t,z) considéré dans ce
modéle désigne le débit. Ce modéle permet d’écrire divers phénomeénes impliquant des fluides géo-
physiques a surface libre en écoulement « peu profond ». Ce systéme peut inclure de nombreux
termes sources adaptés aux besoins spécifiques des phénomeénes modélisés, comme des termes
tenant compte des variations de topographie, des termes dissipatifs de diffusion ou de friction.
Son champ de validité et d’application s’avére donc étre trés étendu. Dans le cas d’un canal (ou
conduite fermée) non rectangulaire a section constante, ces équations peuvent étre réécrites sous
une formulation mono-dimensionnelle aire mouillée A(¢, z) et débit Q(t,x) comme suit :

0t A+ 0,Q =0,
Q2
0:Q + 0y (7 + gfl(A)> =0

ou

h(A)
L = /0 (h(A) — 2)o(z)dz
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est le terme de pression hydrostatique, h(A) est la hauteur d’eau et o(z, zg) la largeur du domaine
az =z (cf. Fia. 1.2).

zZ A aire mouillée A(t,x)

o(z,zo)
\ [ | h(A)

FIGURE 1.2 — Un exemple de canal non rectangulaire

En particulier, lorsque le canal (ou la conduite) est rectangulaire, i.e. lorsque o(z,z) est
constante, on retrouve la formulation de Saint-Venant en variable (h, ).

1.1.2 Autour des écoulements mixtes

Le probleme de la simulation des écoulements mixtes & été largement étudié. La méthode
la plus ancienne est celle de la fente de Preissmann ou fente piezométrique (|40, 39, 38]). Les
équations de Saint-Venant combinées a la technique de fente de Preissmann s’avérent étre un outil
simple pour modéliser les écoulements mixtes en conduite fermée (aussi bien pour les écoulements
a surface libre qu’en charge). Le principe de la fente piezométrique est le suivant : on imagine
que la conduite, sur toute sa longueur, est surmontée d'une étroite fente de largeur Tfepte (c.f.
F1G. 1.3). Dans ces conditions, le passage en charge est analysé comme un écoulement & surface
libre dont la quantité d’eau A := Anax + Afente > Amax mais proche de A .y, autrement dit
la hauteur d’eau h := hApax + Pfente > hmax. Plus précisément, lorsqu’il y a passage en charge,
la fente piezométrique est un outil de mesure de surpression grace a la hauteur piezométrique
hfente- L’ajustement de la largeur de la fente Ttente est trés importante, car il peut survenir des
problémes de conservativité de masse si elle est trop grande ou des instabilités numériques si elle
est trop petite par rapport au diameétre de la conduite. Généralement, la largeur Ttente €st choisie

. [ gA . .
de fagon & ce que la vitesse d’onde ¢ = 92 soit celle associée & un écoulement en charge.
fente

Cette méthode a été utilisée entre autre par les auteurs Baines et al. [6], Garcia-Navarro et al.
[51], Capart et al. [34] et Tseng [104]. Dans [6], les auteurs résolvent le probléeme & 'aide d’une
méthode de type Roe décentré. Basé sur les méthodes a Variation Totale Décroissante (TVD),
dans [51], les auteurs proposent une méthode implicite d’intégration temporelle avec linéarisation
conservative qui leur permet d’obtenir un systéme d’équations tri-diagonal par blocs qui peut
étre résolu par une méthode non-itérative de décomposition matricielle. Dans [34], les auteurs
adoptent un schéma décentré vers I'amont pour capter les ressauts hydrauliques a l'aide de
lalgorithme de prédiction de flux de Pavie (P.F.P). Enfin dans, [104], Tseng résout le probléme
a I'aide d’un schéma aux différences finies de type « shock-capturing ». Cependant, I’artifice de
la fente de Preissmann ne permet pas, dans les zones en charge, de traiter les fortes variations de
pression puisque les écoulements a pression sub-atmosphérique (i.e. les dépressions) sont pergus
comme une descente a surface libre. Par conséquent, il en est de méme pour le phénoméne
de coup de bélier. Un suivi d’interface entre les deux types d’écoulement est alors nécessaire
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pour palier cette difficulté. Cette correction est apportée par Wiggert [105] et Song [96]. Une
autre approche est développée par Kerger et al. [67, 68|, en introduisant la fente de Preissmann
négative, spécialement pour traiter les écoulements sub-atmosphériques.

Au méme titre que la méthode de la fente de Preissmann, McCorquodale et al. [61, 76|
introduisent la technique de « rigid water column » qui permet de traiter la partie de I’écoulement
en charge comme une colonne d’eau rigide se déplagant & vitesse uniforme.

Cependant, aucune des techniques citées ci-dessus ne prend en compte la physique de 1’écou-
lement en charge, & savoir la compressibilité de ’eau. En effet, un écoulement en charge requiert
un traitement dynamique [48] et compressible (ou faiblement compressible) dont la célérité ¢
(la méme que ci-dessus) est fonction de la densité du fluide. Dans un fluide compressible (ou
faiblement compressible), les ondes de surpression et de dépression qui surviennent lors d’un
changement brutal (voire lent) se propagent a la vitesse ¢, de méme pour un coup de bélier (qui
par définition est constitué d’un ensemble de variations de pression provoquées par la modifica-
tion brusque du régime d’écoulement). Il apparait alors qu’une vitesse du son mal calculée capte
peu, voire pas du tout, ce genre de phénoméne. En particulier, la fente de Preissmann n’est pas
I'approche la mieux adaptée |97, 48].

Tfente

FIGURE 1.3 — Fente de Preissmann

Fuamba propose dans [48] un modéle mixte avec des équations de type Saint-Venant pour
les écoulements a surface libre et il assimile le passage en charge comme solution d’un systéme
compressible de la forme u(z — wt) on w est la vitesse de propagation de l'interface satisfaisant
les conditions de transition de Song et al. [97]. Dans cette approche, le caractére compressible de
I’eau pour I’écoulement en charge est pris en compte. La prédiction du point de transition et du
suivi de 'interface (séparant les deux types d’écoulement) est étudiée.

Cependant, les équations les plus simples qui prennent en compte la physique d’un écoulement
en charge sont les équations de propagation d’ondes longitudinales dans un milieu non dissipatif
[9]. Ces équations également connues sous le nom d’équations d’Allievi, se présentent sous la
forme non conservative suivante :

2
Op + —50,Q =0,
gS

0@ +gS0,p =0

1
ou ¢ = 5— est la célérité de 'onde avec f3 le coefficient de compressibilité du fluide, p(¢,x) la
V Bp

pression, S la section maximale, Q (¢, x) = pSu(t, x) le débit massique et p la masse volumique du



8 CHAPITRE 1. Les équations PFS

fluide. On suppose ici que la conduite est horizontale et non dilatable, ce qui explique I'absence
de termes sources. On peut écrire ces équations sous forme de deux équations des ondes linéaires
découplées :
atQtp - 628:%:1:]7 =0,
{ 04Q — *05,Q =0

dont les solutions générales de ’équation
i — 202,60 =0

sont données par :
¢ =Fn(t—x/c)+ Fy(t+x/c).

Les formules d’Allievi donnent alors :

h =ho+ Fpn(t—x/c) + Fp(t+ x/c),
=+ (Fult —2/c) + Byt +/c))

ou p(t,z) = pgh(t,z) avec hy une hauteur piezométrique et Qo un débit donné. Dans ces expres-
sions :

e [, désigne alors une onde de dépression ou surpression se propageant dans le sens des

x > 0 a la vitesse ¢, et

e [, désigne une onde de dépression ou surpression se propageant dans le sens des z < 0 a

la vitesse c.
Ces équations sont résolues par une méthode des caractéristiques [106]. Bien que la compressibilité
du fluide soit prise en considération dans les équations d’Allievi, il est impossible de simuler des
écoulements a surface libre. D’autre part, les termes d’accélération manquant dans les équations
d’Allievi rendent la formulation conservative impossible. Par conséquent, ces équations ne sont
pas adaptées pour un traitement Volume Finis comme on l'envisage dans la suite. Par ailleurs,
un couplage entre des équations de type Saint-Venant et des équations « a la Allievi » (qui
prennent en compte la physique d’un écoulement en charge) s’avére étre efficace d’un point de
vue modélisation et implémentation numérique (voir Chapitre 2).

Ainsi, on propose un modéle mixte, qui soit & la fois simple par sa formulation, qui prenne
en compte d’une part I'incompressibilité de [’eau en écoulement a surface libre et d’autre part la
compressibilité de ’eau en écoulement en charge dans un formalisme. Par le biais de variables
conservatives convenables, on couple des équations de type Saint-Venant pour les écoulements

en charge :
atfélch_"amc‘?ch = 0,
Qe + 0 Qz’w (2, Acp) — a2 p (2, Aep) — Gz, Ac)
t<ch T Ach Pen\T, Ach - 9gAch dx Teh\ T, Ach T, Ach (11)
Qch‘Qch‘
—K(p. A, )Xl wchl
(1’, ch) Ach
a des équations de Saint-Venant :
a15145l_|'61625l = 0,
) ) O] A ~ ga 2 p A G(x, A
thl+ x A8l+psl(x7 sl) = —g sl%"" 7nsl(q% sl)_ (-7;7 sl) (12)
—K(x,Asl)QSl‘QSl‘

Asl



1.2. Dérivation formelle des équations a surface libre 9

pour obtenir un modéle, qu'on appelle PFS-modeéle (Pressurized and Free Surface), pour les
écoulements en conduite & section variable, non déformable avec terme de topographie :

KA+0,Q = 0,

10) 0 %5 AFE = Ad Z P A FE)—G(z,AFE
tQ + Oz <7 —|—p(x, ) )> = -9 % + 7“(1‘, ) ) - (1‘, ’ ) (1.3)

Dans ces équations, les quantités A,, Qq et po pour a = ch (ch pour charge) ou a = sl (sl pour
surface libre) représentent respectivement l'aire mouillée, le débit et la pression dans l'état .
La quantité A, dite variable « mixte », est égale & A, si I’écoulement est de type « et p est une
pression « mixte » continue au point de transition (i.e. lorsque 'écoulement change de nature)
et a dérivée discontinue. Soit E un indicateur d’état « tel que £ =1 si o = ch et 0 sinon, alors

p(x,A,E) = psl(x’A) + E(psl(x’A) - pch(xa A))

Les termes sources sont des termes :
Z(z)

e de pente :

sources de pression : Pr(z, A, F),

de courbure : G(z, A, E),

de friction : K(z, A, E).

Le systéme permet de simuler des ondes de dépression et de surpression (comme pour les équa-
tions d’Allievi) lors d’écoulement en charge et de suivre, par un algorithme discret, les points de
transition (comme la méthode proposé par Fuamba [48]) avec les conditions de Song et al. [97]
(par une approche « onde fantéme » présentée au Chapitre 2-Section 2.2.3 et par une approche
cinétique, appelé FKA, exposée au Chapitre 2-Section 2.3.3).

Plan du chapitre

Ce chapitre est divisé en trois sections.

La premiére section (Section 1.2) est consacrée a la dérivation des équations a surface libre a
partir des équations d’Euler 3D incompressibles écrites dans un repére local mobile, en vue de
décrire précisément les effets engendrés par les variations de section et de pente. Il apparait alors
naturellement le terme source de courbure G (voir les équations (1.2)). Les équations sont ensuite
moyennées suivant les sections verticales orthogonales a I’axe d’écoulement. On aboutit alors aux
équations (1.2). En prenant comme point de départ les équations d’Euler 3D compressibles et en
procédant de la méme maniére que pour la dérivation des équations & surface libre, on aboutit
aux équations en charge (1.1). Dans la derniére partie de ce chapitre (Section 1.4), on présente les
équations PFS qui sont une généralisation des équations pour les écoulements mixtes en conduite
uniforme par Bourdarias et al. [18, 19]. Elles sont obtenues par un couplage des équations en
surface libre et en charge.

1.2 Dérivation formelle des équations a surface libre

Les équations de Saint-Venant sont utilisées pour modéliser les écoulements a surface libre
des riviéres, des zones cotiéres, les problémes de sédimentation, et en toute généralité les situa-
tions physiques qui se rapportent & un écoulement dit « peu profond ». Elles sont généralement
obtenues a partir des équations d’Euler incompressibles (voir par exemple [2, 75]) ou & partir
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des équations de Navier-Stokes incompressibles (voir [54, 31, 79, 21, 13, 93]) par différentes tech-
niques (e.g. par méthode de moyennisation directe ou analyse asymptotique) ou encore [41] et
plus particulierement Bouchut et al. [12, 13] sur lesquels est basé ce premier chapitre.
Les équations de Saint-Venant que l'on utilise dans cette section sont utilisées pour modéliser
des écoulements a surface libre dans des conduites a géométrie complexe avec pente variable. On
considére que la longueur de la conduite est suffisamment grande devant son diamétre de maniére
a supposer l'existence d'un axe d’écoulement privilégié. Pour obtenir ces équations, on écrit,
dans un premier temps, les équations d’Euler incompressibles dans un repére de Serret-Frenet
[12, 13] pour décrire, localement, les effets engendrés par les variations de section et de pente.
Ensuite, tirant parti de la configuration des échelles caractéristiques, on procéde & une analyse
« couche mince » en fonction d’un « petit » paramétre €, rapport des échelles caractéristiques
des mouvements verticaux et horizontaux. Enfin, en intégrant les équations le long des sections
orthogonales a une courbe plane donnée (généralement c’est ’axe d’écoulement en charge qui est
choisi; voir Remarque 1.4.1), on aboutit aux équations a surface libre (1.2).

Dans toute la suite du chapitre, on considére des conduites circulaires a section variable en
espace. Par ailleurs, cette analyse peut étre facilement adaptée a tout type de conduite.

Soit (O,1,j,k) un repére cartésien, par exemple la base canonique de R3. Les équations
d’Euler dans les coordonnées cartésiennes sont données par les équations suivantes :

div(poU) = 0 (1.4)
O(poU)+pU-VU+ VP = pF '

ou U(t, x,y, z) représente le vecteur vitesse de composantes (u,v,w), P = p(t,z,y, z)I3 le tenseur

de pression isotrope, pg la masse volumique du fluide & pression atmosphérique pg et F le terme
—sinf(x)

source de gravité défini par F = —g 0 ot f(x) est 'angle (i, T) dans le plan (i, k)
cos (x)

(c.f. F1G. 1.4 ou F1G. 1.5) avec T le vecteur tangent (définit ci-dessous) et g la constante de

gravité.

On introduit une fonction indicatrice ¢ pour définir la zone fluide (voir [54, 79]) :

{ 1 si z € Q(t,x),

0= 0 sinon (1.5)
ou (t, x) est la section mouillée (définie en (1.10)). En utilisant I’équation a divergence nulle, il

découle I'équation de la conservation de la masse suivante :

9 (po @) + div(podU) = 0. (1.6)

Remarque 1.2.1. C’est l’équation (1.6) qui permet d’obtenir la condition cinématique & la
surface libre suivante :

une particule & surface libre est advectée a la vitesse du fluide.

On impose une condition de non pénétration a la frontiére mouillée (fm) : U-ngy, = 0 ol ngy, est
le vecteur normal unitaire sortant a la frontiére mouillée (c.f. F1G. 1.5). On suppose également
que la pression a la surface libre est égale a la pression atmosphérique qu’on suppose nulle dans
la suite.

On définit le domaine fluide Qp(t) au temps ¢ comme la réunion des sections, Q(¢t, z), supposées
connexes, orthogonales & une courbe plane C du plan (O,i,k). On choisit alors la représenta-
tion paramétrique (z,0,b(z)) dans (O,1,j,k) ou k est 1'axe vertical, b(z) est la cote du point
w(z,0,b(z)) dans le plan (0O,1i,j) (c.f. F1G. 1.4).

A Daide de
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x [ e (229) 0

ol x( est une abscisse quelconque fixée,
e la variable « largeur »

e la variable curvilinéaire :

e la B-coordonnée

z (1.9)

(i.e. la cote suivant le vecteur B définit ci-dessous) d’une particule fluide M,
on définit le repére local d’origine w(x,0,b(x)) et de base (T,N,B) ou T est le vecteur tangent
unitaire, N le vecteur normal et B le vecteur binormal a la courbe plane C au point w(zx, 0, b(x))
(c.f. F1G. 1.4 et F1G. 1.6 pour les notations). Dans le plan (O,1i,k), B est normal a la courbe
plane C.

Ainsi, pour tout point w de C, la section d’aire mouillée (¢, X) est définie par ’ensemble :
Qt, X) = {(Y,2) e R*; Z € [-R(X), ~R(X) + H(t, X), Y € [«(X,Z),8(X,Z)]} ~ (1.10)

ott R(X) est le rayon de la section maximale S(X) = wR*(X) et H(t,X) la hauteur d’eau
physique. On note a(X, Z) (respectivement 5(X, Z)) le point de frontiére gauche (respectivement
droite) du domaine a la cote Z, pour —R(X) < Z < R(X) (c.f. F1G. 1.6). On suppose également
que (-, z) et B(-, z) sont des fonctions a support compact dans [—R(X), R(X)]. On note aussi
la Z-coordonnée du niveau d’eau par h(t, X) = —R(X) + H(t, X).

z = R(X)

FIGURE 1.4 — Caractéristiques géométriques du domaine
Ecoulement mixte en surface libre et en charge
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n Dfm

FIGURE 1.5 — Vecteur normal sortant ngy, # n (sauf pour une conduite uniforme)

]
/. TT(A) =lo(X, h(t, X))

Th(t,X)B \§

FIGURE 1.6 — Section transversale (¢, X) au point w en écoulement & surface libre

Pour écrire les équations d’Euler (1.4) en coordonnées (X,Y, Z), on suppose que :

(H) Soit R(z) le rayon de courbure au point w(z,0,b(x)). Alors, pour tout point « de C, on a :

R(x)] > R(x).

Remarque 1.2.2. Cette condition, de nature géométrique, est mécessaire pour assurer que le
changement de variable, T : (z,y,z) — (X,Y,Z), est un Ct-difféomorphisme.
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FIGURE 1.7 — Cas de figure interdit par I’hypothése (H) :
a une particule fluide ne peut étre associé qu'un seul point w

1.2.1 Equations d’Euler incompressibles en coordonnées curvilignes

En se basant sur les travaux de Bouchut et al. [12, 13|, on décrit le systéme (1.4) dans le repére
local d’origine w(z,0,b(z)) et de base (T,N,B) par le changement de variable T : (z,y,2) —
(X,Y,Z) en utilisant la régle de composition de la divergence :

Lemme 1.2.1. Soit (X,Y,Z) — T(X,Y,Z) = (x,y,2) un C'-difféomorphisme
et A71 = Vx,v,2)T la matrice jacobienne de déterminant J.
Alors, pour tout champ de vecteur ®, on a :

Jdiv(gy @ = div(xy,z)(JAP),
et, pour toute fonction scalaire f :
Viewa)f = AVxyz)f
ou Al est la matrice transposée de A.
Soit (U, V,W)! les composantes du champ de vitesse en variables (X,Y, Z),
(U, V, W)t = 0(u,v,w)’
oll O est la matrice de rotation autour de ’axe engendrée par j :

cos@ 0 sinf
e = 0 1 0
—sinf 0 cosf

1.2.1.1 Equation de la divergence
Un point M (z,y, z) tel que :

M(z,y,z) = <m—Zsin9(m), v, x—i—ZcosG(x)) (1.11)
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dans la base (O,1,j,k) a pour coordonnées (X,Y,7) dans la base (T,N,B) d’origine w et la
matrice A™' du Lemme 1.2.1 a pour expression :

dz dé .

ax Zﬁ cosf(X) 0 sinf(X)
Ah = 0 10

db ag .

ax Zﬁ sinf(X) 0 cosf(X)

Jcosf 0 sinf
= 0 1 0
Jsinf 0 cosf

ou
1 X
dr _ = cos 0(X), dox) _ sin 6(X),

“ \/1+ <%<x(X,Y,Z)>>2 =

d0(X)
X

et
J(X,Y,Z) =det(A ™) =1-2Z

avec J(X,Y,Z) = J(X, Z).
R(X) est la courbure algébrique au point w et on utilise la relation :
do(X) 1

X  R(X) (1.12)

Il vient alors,
cosf 0 sinf
A=— 0 1 0 (1.13)
J —Jsinf 0 Jcosf

et par le Lemme (1.2.1), ’équation de la divergence en variables (X,Y, Z) s’écrit,

U
Jdiva,.(U) = divxyz | JV | =0,
JW
i.e.
3xU+8y(JU)+8z(JW) =0. (1.14)

Remarque 1.2.3. L’application qui a (x,y,z) associe M(x,y,z) est un Cl-difféomorphisme
puisque J(X,Z) > 0 d’apres U’hypothése (H).

1.2.1.2 Equations de la conservation de la quantité de mouvement

d
De nouveau, en appliquant le Lemme 1.2.1 & I’équation de convection d—f de vitesse U a

divergence nulle, ot f est une fonction scalaire, on obtient 'identité suivante :

J(O,+U-V)f = J(@t £+ div( fU)) = Jdive,.. ( ; A{{ U > ,
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oit A™! est la matrice inverse de A donnée par (1.13). On a ainsi :
JO+UN)f = 0(Jf)+0x(fU)+ Oy (JfV)+ 0z(JfW) (1.15)

Les équations de la conservation de quantité de mouvement en variables (X, Y, Z) sont alors le
résultat de la multiplication des équations de la quantité de mouvement (1.4) & gauche par la
matrice JO, ou le terme source de gravité est réécrit sous la forme F = —V (g- M) (pour un
point M défini par (1.11)) :

0 = JOB,U+U-VU +div(P/py) + V(g M)
- J<6t(@U) +(OU - V)U + JOdiv(P/py) + JOV (g - M) )

U (U-Vu)cosf + (U - Vw)sin
= J| o \%4 + U- Vo
w —(U-Vu)sinf + (U - Vw)cos
(a)
( Jdiv (i) cos 0 + Jdiv(yk) sin 6 )
+

Jdiv(j)
—Jdiv(9i) sin 6 + Jdiv(¢k) cos 6

)

ou = (p+ g(b+ Zcosb))/po.
On procéde alors en deux étapes :

Calcul du terme (a).
On a:

BtV—FU Vo
oW + —(U - Vu)sinf + (U - Vw) cos 0
(@U—i—U VU -WU - VH)

( U 4+ (U -Vu)cosf + (U - Vw)sin O )

(1.16)

=J oV +U-VV

ow+U-VW +UU -V

En appliquant successivement 'identité (1.15) avec f = U, V, W, on aboutit a I’équation :

JU U U 10 10
o JV | +divxyz JV || JV —iUW - + kU?— e (1.17)
JW JW JW

Calcul du terme (b).
En appliquant de nouveau le Lemme (1.2.1), on démontre que les trois identités suivantes sont
satisfaites pour toute fonction scalaire ¢ :

1 cos 0
Jdiv(yi) = divx,yz( 0 ),
—Jsin 6
Jaivii) = Oy (Jo), (1.18)

1sinf
Jdiv(yvk) = divxyz 0 .
J cos 0
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De plus, on a :

Ox (1 cos @) cos O + Ox (¢ sin ) sin 0 = Ox, (1.19)
Oz(Jycosf)sin® — dz(Jysinf)cos = 0, '
et
Ox (¢ sin®) cos @ — dx (1 cos #) sin 6 = 0x¥, (1.20)
Oz(JcosO)cost + Oz(Jsinh)sinfd = 9z(¥J). '

Compte tenu des égalités (1.18)—(1.20) appliquées a ¢ := (p + g(b + Z cosf))/po, le terme (b)
prend la forme suivante :

Ox ()
dy (JY) : (1.21)
YOxO + Oz(Jp)

Finalement, via les résultats (1.17) et ( 1.21), les équations d’Euler 3D incompressibles en va-
riables (X, Y, Z) ont pour expression :

8x(p0U)+aY(Jp0V)+az(Jp0W) = O,
Oi(Jpo U) + 0x(po U?) + 0y (Jpo UV) + 0z (Jpo UW) + Oxp = Gy, (1.22)
O(Jpo V) + 0x(poUV) + 0y (Jpo V?) + 0z(Jpo VW) + Jy(p) = 0, '
Oi(Jpo W) + Ox (po UW) + Oy (Jpo VW) + 8z(Jpo W?) + JOz(p) = Ga
ou
do ) do
G1 = po UWﬁ —gpod sinf, Go = —pg Uzﬁ — Jgpo cos . (1.23)
La condition de non pénétration en variables (X,Y, Z) est donnée par :
U
V | ngm=0 (1.24)
w
1 —sinf(X)
ol Nfyy = ———— 0
cos 0(X) cos (X))
La condition de pression nulle & la surface libre est :
p<t,X, Y, Z = h(t,X)) = 0. (1.25)

1.2.2 Le modéle a surface libre

En partant des équations d’Euler incompressibles en variables (X,Y,7), introduites pour
décrire les effets engendrés par les variations de pente et de section, on dérive les équations de
Saint-Venant pour un écoulement en conduite fermée (ou canal). On procéde par une analyse
asymptotique formelle en « couche mince » telle qu’elle a été introduite pour obtenir un Saint-
Venant visqueux mono-dimensionnel par Gerbeau et al [54], puis étendue au cas bidimensionnel
par Marche [79]. On peut toujours, au moins formellement, quitte & prendre une viscosité nulle
dans les équations de Gerbeau et al [54] ou Marche [79], considérer les équations d’Euler comme
équations de base pour la dérivation des équations de Saint-Venant.
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1.2.2.1 Analyse asymptotique formelle

Dans cette section, on écrit la version adimensionnelle des équations (1.22) en fonction d’un
paramétre d’échelle & pour effectuer une analyse asymptotique formelle en « couche mince ». En
particulier, on s’intéresse & une approximation du systéme & ’ordre principal ; dans ces conditions,

le jacobien J du changement de variable vaut simplement 1.

R 1 L L
A cet effet, soit — = T=7 I’aspect ratio du domaine, supposé « grand ». H, L, resp. [, est
€

une longueur caractéristique de hauteur, de longueur, resp. de largeur (pour simplifier, on pose
[ = H). Au méme titre, on suppose que le rapport des échelles caractéristiques des mouvements
horizontaux et verticaux a I'axe d’écoulement est égal a . Autrement dit, soit U une vitesse
caractéristique de direction 'axe d’écoulement et (V,W) des vitesses caractéristiques de direction
normale et binormale au flot. On pose :

On adimensionalise par :

ou les quantités surmontées d’un « tilde » sont les variables sans dimension.
Alors, le jacobien s’écrit en fonction de ces variables :

X7 =17
dX

Remarque 1.2.4. Bien que l’analyse qui suit soit formelle, en vertu de I’hypothése (H) et de

~do
—R(X) < Z< R(X), Z— est borné.
dX
Le systéme (1.22) sous forme adimensionelle est donné par :

AU+ 0p(JV) + 05(JW) = 0
)+8 (JUV)+6 (JUW)+aXp = G,
2( (JV)+ (UV) @AJV%+8AJVMQ) 0c(Jp) = 0,
&2 (O(TW) + O (U W) + O (TV W) + 05(TW?)) + Joz() = Go

ou
~~d6 inf(X Z d ~
Gy =eUW—< o (2)— 5 —= cos 0(X),
Fr,L FrH dX

Gy = g2 88 _0os8X) | d0 ZTcosH(X)
dX FT,H dX F?",H
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Fry = est le nombre de Froude suivant 'axe T, B ou N avec xy = L ou y = H.
VIX
Formellement, si ¢ tend vers 0, le systéme précédent (1.26) est réduit aux équations suivantes :
6)2(7 + (937‘7 + 62@17 = 0, (1.27)
~ ~ ~~ ~ ~ sin 0(X Z d ~
%U+6X(U2)+8§7(UV)+82(UW)—|—6)~(]) = - (2 ) — 5 —= cos 0(X), (1.28)
F.r F.u*dX
oyp = 0, (1.29)
_ cos 5()?)
r.H

A\ On note désormais (x,y, z) les variables dimensionnelles (X,Y, Z) (c.f. (1.7)—(1.9)) et (u,v,w)
les vitesses dimensionnelles (U, V, W). En particulier, on pose :

x:L)Z',y:Hf/,z:HZ

et
u:Uﬁ, v = GUTN/, v=eUW etp:pOUQﬁ.
Alors, en multipliant I’équation :
U
1.27 —
° ( ) par po IR
U
e (1.28) par pof27
U
1.29 —
e (1.29) par po 7
U
e (1.30) par PO
on aboutit a approximation hydrostatique des équations d’Euler (1.22) en variables (x,y, z)

(c.f. (1.7)~(1.9)) :

Iz (pou) + 0y (pov) + Oz(pow) = 0, (1.31)
. d
A (pou) + 9 (pou®) + 9y (pouv) + 0, (pouw) + Oxp = —gposinf(z) — gpoz—— cos 0(x), (1.32)
dp = 0, (1.33)
0.p = —gcosb(x). (1.34)

1.2.2.2 Moyennisation des équations d’Euler (1.31)-(1.34)

Soit A(t,x) et Q(t,x) les variables conservatives représentant respectivement I’aire mouillée
et le débit. A et @) sont définis comme suit :

Alt,x) = /Q(t | dydz (1.35)

et
Q(t,x) = A(t, z)u(t, x) (1.36)

avec

1
= 1.
u(t, x) o) /(tm) u(t,z,y, z) dydz (1.37)
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la vitesse moyenne du fluide suivant la section Q(t, ).

Dans le paragraphe suivant, on établit la condition d’advection & la surface libre nécessaire a
I'intégration des équations de conservation de la quantité de mouvement (1.22) le long des sections
Q(t, x).

Condition cinématique a la surface libre et équation de conservation de la masse.
Si on note V = < Z) ), en intégrant I’équation de la conservation de la masse (1.6) sur

I’ensemble
Uz) = {(y, 2); oz, 2) <y < B, 2), —R(x) <y < o0},

on obtient I’équation suivante :

/Q( | Ot (po@) + Ox(podu) + divy .(podpV) dydz = po (@A + 0.Q + /a (uOyM — V) - nds)

Qi ()
(1.38)

ot A et @ sont données par (1.35) et (1.36).

D’aprés la définition (1.5) de la fonction indicatrice ¢, la frontiére de Qg, coincide avec la

frontiére mouillée ~g,. En utilisant la condition de non pénétration (1.24), 'expression (1.38)

est équivalente & I’équation

9 (poA) + 9x(po@Q) =0 (1.39)
D’autre part, si on intégre I’équation (1.6) sur €2(¢,x), on obtient :
h(t,x) B(z,z)
£0 / at/ dydz+8xQ+/ (V—udz;M) -nds | =0 (1.40)
—R(z) o(z,z) oQ(t,x)

ol

h(t,x) B(x,z)
/ O / dydz = 0,A — o(x, h(t,x))0:h
—R(x) a(z,z)

avec o(x,h(t,x)) la largeur au miroir (c.f. F1G. 1.6).
Compte tenu de la condition de non pénétration (1.24), 'intégrale sur la frontiére mouillée est
nulle, i.e. :

/ (V—=u0, M) - ngy, ds = 0.
'Yfm(tvx)
On obtient alors :

A(poA) + 02(poQ) + po/ (M + ud0M — V) -ng ds = 0. (1.41)
Vsl(t7x)

En identifiant les équations (1.39) et (1.41), on aboutit & la condition cinématique a la surface
libre :

/ (OeM + u0, M — V) -ng ds = 0. (1.42)
Ys1(t,7)
L’équation de conservation de la masse (1.41) s’écrit alors :

Ot(poA) + 9x(po@) = 0. (1.43)
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Remarque 1.2.5 (Lien avec I'équation d’advection a la surface libre usuelle). A la surface

1
dans le plan (4, k) (c.f. FIG. 1.6). Donc, en notant la moyenne de u et w le long du chemin
a(z,h(t,x)) <y < Bz, h(t,x)) par ﬂzzh(t o € @z:h(t ») données par les intégrales :

libre, un point M (i.e M € ~g) a pour coordonnée (x,y,h(t,z)) et la normale ng = ( 0 )

_y 1 6(x,h(t,m)) d
uz:h(t,x) N O'(x’ h(t’x)) /a(:v,h(t,m)) He=h(tz) ¢
t
‘ 1 Bah(t.))
Tiid - / Wa—p(t,2) Y
2=hte) = oz, h(t, ) Ja@wneey)

alors l'intégrale curviligne se rééerit :
_ . — —y oy
/a%l(t ) (O¢M +udp M — V) - ngds = o(x, h(t,)) <8th + Y 1.0y O wz:h(t,a:)) .

On a donc ’équation

Oth+T]_y; Och —W)_}, ;=0 (1.44)

(t,x)
En particulier, lorsque u est indépendant de y, on obtient la formulation usuelle de [’équation
d’advection a la surface libre :

Oth + uz:h(t,m)a:vh — Wy=h(t,x) = 0.

Equation de conservation de la quantité de mouvement.
Les différents termes de I’équation de conservation de la quantité de mouvement (1.32) sont
intégrés suivant une section (¢, ) comme suit :

d
/ A (pou) + 0x(pou?) +divy » (pouV) + 9yp dydz = / —pogz—— cos b — pogsin 6 dydz
O~ ——— ——— e =~ Q dx —_———

al az as aq ab

as
01‘1V:<v >
w

En supposant que

=
4
%
2l
=
2|
Q
S

on a successivement :

Calcul du terme / ay dydz.
Q(t,x)
Seule l'intégrale de bord a la surface libre apporte une information puisque, la conduite est

supposé non-dilatable, le terme sur la frontiére mouillée est nulle :
/ pou Oy M - ng ds = 0.
A/fm(tvm)

On a donc :

/ O(pou) dydz = (925/ poudydz—/ pou Oy M - ng ds.
Q(t7x) Q(t,l’) 'Ysl(tvx)
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Calcul du terme / as dydz.
Q(t,z)

/ 61(p0u2) dydz = (9;,3/ pou? dydz —/ pou?d, M - ng ds
Q(tvx) Q(tvx) 'Ysl(tvx)

- pou?0y M - npy, ds.
A/fm(tvx)

Calcul du terme / asdydz.
Q(t,x)

/ divy . (pouV) dydz = / pouV - ng ds
Q(t,) Ye1 (£, X)

+ pouV - ngy ds.
'Yfm(th)

En sommant aj + as + as, on obtient d’une part I'intégrale de bord sur la frontiére mouillée qui
disparait grace a la condition de non pénétration (1.24), et d’autre part l'intégrale de bord a
la surface libre qui est nulle via la condition & la surface libre (1.42). Il en résulte I'expression
suivante :

2
/ ay + ag + ag dydz = 9 (poQ) + Oy <p0Q—> (1.45)
Q(t,x) A

ot A et () sont données par (1.35) et (1.36) respectivement.

Calcul du terme / aydydz.
Q(t,x)
Avant de commencer le calcul du terme a4, on montre que la pression est hydrostatique :

p(t,x,z) = pog(h(t,z) — z) cos O(x). (1.46)

En effet, d’une part, la pression ne dépend pas de la variable y d’aprés 1'équation (1.33). D’autre
part, en intégrant ’équation (1.34) de z a h(t,z), on obtient 1’équation (1.46).
Pour ¢ = p, p donné par 'équation (1.46), a (t,z) fixé, on a :

h(t,x) prB(x,2)
/ Oz dydz = / / O dydz
Q(t,x) —ﬁ(w) o(z,z)

t,z) B(z,z)
= / Oy Y dydz
—R(x) oz,z)

h(t,z)
- </ ax/B(x7 Z) ¢|y:B(m,z) - axa(xa Z)wkyza(m,z) dZ)

—R(z)
= 396/ Y dydz
Q(t,x)

h(t,z)
- </ ax/B(x7 Z) ¢|y:ﬁ(m,z) - axa(xa Z)¢|y:oz(ar,z) dZ)

—R(z)

ﬁ\z:h(t,z)
_amh(ta CC) / ¢\z:h(t,x) dy

|z=h(t,x)

|z=h(t,x)
_8$R(x) / w\z:—R(x) dy.

|z=h(t,x)
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Finalement, on obtient :

/ Oxpdydz = 0y(pogli(x, A(t,z))cos 0(x)) — gpola(z, A) cos (z)
Q(t,x)

14
_pog(h(t, x) + R(m)) cos 9(:6)0(3:, —R(m)) %;x) A
ot o est la largeur du domaine a la cote z (c.f. F1G. 1.6) donnée par
o(z,2z) =Pz, 2) — alx, 2)
et I est le terme de pression hydrostatique :
h(A)
Li(z,A) = /R(m)(h(A) —2)o(z,z) dz. (1.48)

En particulier, lorsque la conduite est rectangulaire de section uniforme alors I (z, A) := I;(A)
et o(z,z) =0 = cte. De plus,ona A= (h+ R)o = Ho et

gh(A) _gh(4)  H?

o o 2

est la pression hydrostatique usuelle pour les équations de Saint-Venant mono-dimensionnel d’in-
connue (h,q = hu). D’autre part, on peut écrire le terme I; = Ay ou 7 est la distance entre la
surface libre et le centre de gravité de la section mouillée (c.f. F1G. 1.8).

z

A

» centre de gravité

FI1GURE 1.8 — Distance entre la surface libre et le centre de gravité de la section mouillée.

Le terme I est le terme source de pression. Il est donné par la formule :

h(A)
I(z,A) = /R( )(h(A) — 2)0z0(x, 2) dz. (1.49)

Ce terme n’a d’impact sur I’équation que si 0,0(x,-) est non nulle. Autrement dit, c’est le terme
source qui prend en compte les variations de section.
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est aussi un terme

dR
Au méme titre que Iz, le terme pog(h(t, z)+ R(z)) cos 0(z)o (z, — R(x)) d(x)
€

source qui prend en compte les variations de section. Cependant, il agit sur le systéme que lorsque
la conduite vérifie les propriétés géométriques suivantes :

o(x,z=—R(x)) # 0, et (1.50)

0:R(x) # 0. (1.51)

La contribution de ce terme est donc nulle pour une conduite circulaire & section variable (puisque

o(x,—R(z)) = 0) et pour toute conduite de section uniforme, quelque soit sa géométrie (puisque

0, R(z) = 0). C’est pourquoi, dans la suite, le résultat du terme a4 dydz est seulement

Q(t,x)
donné par :

/ Oppdydz = 0y(pogl(z, A(t,z)) cos O(x)) — gpola(z, A) cosO(x) (1.52)
Q(t,x)

Bien que le cas des conduites satisfaisant les conditions (1.50)—(1.51) n’est pas pris en compte, le
dR
terme pog(h(t,z) + R(z)) cosf(z)o (z, —R(x)) d(:c)
x

pour les termes analogues, sans difficulté supplémentaire.

peut étre traité suivant la méthode utilisée

Calcul du terme / as dydz.

Q(t,z)
On a :
d _d
p0gz—— cos 0 dydz = pogAZ— cos 6 (1.53)
Q(t,x) dx dx
Iy (x, A(t
ou z est la z-coordonnée du centre de gravité. Comme 1(3@7()’%) := 7 (voir I'étape « Calcul
, T
du terme as. »), la quantité z est directement reliée & I par la formule :
_ Il (CE, A(ta CC)
=h(t,x) - ————. 1.54
== ht,a) — L (1.5

d
Il représente donc la distance séparant la surface libre du centre de gravité et pogAEd— cos 0 est
T

le terme de courbure.

Calcul du terme / ag dydz.
Q(t,z)
On a:

/ pog sin @ dydz = pogAsin 6. (1.55)
Q(t,x)

L’équation de conservation de la quantité de mouvement est alors obtenue comme le résultat
de la somme des calculs effectués (1.45)-(1.55). Finalement, les équations de Saint-Venant, ou
les équations a surface libre, pour les écoulements en conduite fermée a section circulaire variable
(ou conduite uniforme non nécessairement a section circulaire) sont données par :

¢ (poA) + 0z (poQ) , =0

d
O (poQ) + Oy (po% + gpol; cos 9) = —gpoAsinb + gpolscost — g,oOAE@ cos 6
(1.56)
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On peut éventuellement ajouter un terme de frottement —ppgS; T pour prendre en compte la
dissipation de I’énergie. On prend par exemple la formule de Manning-Strickler (voir [98]) :

Sy(A,U) = K(A)U|U

ou K(A) est défini par :
1
KA =————.
W R

K > 0 est le coefficient de Strickler, dépendant du matériau, et Rp(A) = A/P,,(A) est le rayon
hydraulique. P, désigne le périmétre mouillé (longueur de la partie de la frontiére en contact
avec l'eau).

1.3 Dérivation formelle des équations en charge

On présente la dérivation des équations en charge en suivant la méme procédure que les
équations a surface libre (1.56) tout en gardant a I’esprit qu’on veut construire un modéle mixte
qui puisse a la fois

e modéliser les écoulements a surface libre,

e modéliser les écoulements en charge (lorsque la conduite est totalement pleine),

e modéliser les phénomeénes de transition (suivi du point de linterface séparant les deux

types d’écoulement),
comme pour la technique de la fente de Preissman (39, 40, 98, 34, 98| mais en tenant compte de :

e la compressibilité de 'eau,

e des ondes de surpression et dépression,

e des coup de bélier
comme dans les équations d’Allievi.

Notre objectif est donc de construire des équations en charge dont la formulation est « proche » du
modele a surface libre (1.56) en tenant compte de la physique d’un écoulement en charge, i.e. la
compressibilité de 'eau.

On prend comme point de départ les équations d’Euler compressibles 3D isentropes. Ces
équations sont :

Op + div(pU) =0, (1.57)
0:(pU) + div(pU @ U) + Vp(p) = pF, (1.58)
ou U(t,z,y, z) représente la vitesse du fluide de composantes (u,v,w) et p(t,z,y, z) est la masse
—sinf(x)
volumique du fluide. Le terme source de gravité est donnée par F = —g 0 ou 6(x)
cos 0(x)

est langle (i,T) (c.f. F1G. 1.4 ou F1G. 1.5). T est le vecteur unitaire tangent au point w (voir
Section 1.2 pour les notations).
On choisit pour I’équation d’état une loi de pression linéarisée (voir, par exemple, [98, 108]) sous
la forme : b p
— PO

D =pg+ Bopo (1.59)
Cette formulation présente 'avantage de modéliser clairement les phénomeénes de surpression et
dépression. pg étant la masse volumique du fluide, la surpression correspond au régime p > pg
tandis que la dépression correspond & p < pg. Le régime p = pg est 'état limite entre la surpression
et la dépression.
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A la frontiére (mouillée) on impose une loi de non pénétration et on supposera que la conduite
est non dilatable.
Dans (1.59), on définit la vitesse du son en charge par ¢? = plﬂ
0/~0
compressibilité de 'eau. En pratique, 3y est égale a 5.01071° m2/N et donc ¢ =~ 1400 m2/s. Le
terme p, est généralement égale a la pression atmosphérique pg. Sans perte de généralité, on peut
supposer que p, est nul. Cependant, on reviendra sur ce terme dans la Section 1.4 ot il joue un
role important dans la modélisation des équations mixtes PF'S.

ou [y est le coefficient de

Si (x,0,bg(x)) désigne la représentation paramétrique de la courbe plane Cg pour
les écoulements a surface libre, alors on définit par prolongement

continu la représentation paramétrique (x,0,b(z)) de la courbe plane Cep

pour les écoulements en charge.

(1.60)

Par conséquent la section Q(x) (en charge) orthogonale a la courbe plane Cg, est aussi le pro-
longement continu de la section (¢, z) (& surface libre) orthogonale a la courbe plane Cg. On la
note désormais C. On définit une section en charge au point w de C d’abscisse curviligne X (voir

(1.7)~(1.9)) :
QX)={(Y.2) e R} Z € [-R(X),R(X)], Y € [a(X, 2), B(X, Z)] } .

Remarque 1.3.1. Comme on ne prend pas en compte la dilatabilité de la conduite, les sections
en charge Q(x) ne dépendent que de la variable spatiale x. Cependant, la dilatabilité peut étre
prise en compte dans le modéle en ajoutant une loi d’élasticité (voir, par exemple, [16, 19]).

Dans la suite, tout comme dans la Section 1.2, on procéde au changement de variable 7 :
(x’ y’ Z) % (X’ K Z)'
1.3.1 Equations d’Euler compressibles en coordonnées curviligne
Soit (U, V,W)" les composantes du champ de vitesse en variables (X,Y, Z) définis par
(U, V,W)" = O(u,v,w)"

ol O est la matrice de rotation autour de ’axe engendrée par j :

cos) 0 sind

e = 0 1 0
—sinf 0 cosf

1.3.1.1 Equation de conservation de la masse

En écrivant 1’équation de conservation de la masse (1.57) sous forme de divergence :

dive ey - ( p’% ) —0

et en appliquant le Lemme 1.2.1, on obtient les équations en variables (X,Y, 7) :
O(Jp) + Ox(pU) + 0y (JpV) 4+ 0z(JpW) =0 (1.61)
ot J est le déterminant de la matrice A (c.f. 1.35).

Remarque 1.3.2. Rappelons que d’apres (H), on a J(X,Z) > 0.
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1.3.1.2 Equation de la conservation de la quantité de mouvement

En suivant la procédure de la section 1.2.1, a savoir :

e en appliquant le Lemme 1.2.1,

e en multipliant les équations de la conservation de la quantité de mouvement du systéme
(1.58) a gauche par la matrice JO avec F réécrit sous la forme F = —gV (g - M) ou M est
défini par (1.11),

on aboutit aux équations en variables (X,Y, Z) dont ’équation pour U devient :

N (pJU) + 0x (pU?) + 0y (pJUV?) + 07(pJUW) + dxp = —pJgsin0(X) + pUW% cos O(X).
(1.62)
Contrairement a la dérivation des équations a surface libre (voir Section 1.2.1.2), on considére
seulement ’équation sur U (1.62). En effet, dans la dérivation des équations & surface libre,
I’équation hydrostatique est nécessaire pour éliminer une inconnue, a savoir la pression p. Comme
on souhaite obtenir un écoulement unidirectionnel en charge et que la pression p est connue si
p lest, 'équation hydrostatique n’apporte rien et c’est pour cette raison que les deux autres
équations ne sont pas prises en compte. On reviendra sur ce point en fin de Section 1.3.2.2.

1.3.2 Le modéle en charge

Les équations en charge sont obtenues de la méme maniére que les équations a surface libre
(1.56). On adapte l'analyse d’échelle en « couche mince » introduite dans la section 1.2.2.1 aux
termes des équations (1.61)-(1.62). Puis, on intégre les équations suivant une section (x).

1.3.2.1 Analyse asymptotique formelle

Dans cette section, on écrit la version adimensionnelle des équations (1.61)-(1.62) en fonction
du parameétre d’échelle £ déja introduit en Section 1.2.2.1. En particulier, I’approximation du
systéme a l'ordre principal nous donne 'approximation J ~ 1 ot J est le jacobien de la matrice
du changement de variable .

On rappelle que le paramétre d’échelle est tel que

U
W

|
|
|
<<

est supposé « grand » ot H, L, resp. [ est une longueur caractéristique de hauteur, de longueur,
resp. de largeur (pour simplifier, on a posé | = H) et U, V, resp. W, est une vitesse caractéristique
suivant 'axe d’écoulement, suivant la direction normale et binormale a ’axe d’écoulement. Soit
T le temps caractéristique tel que

On adimensionalise :

ol les quantités surmontées d’un « tilde » sont les variables sans dimension.
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Avec ces notations, les équations (1.61)-(1.62) adimensionnelles sont :
O:(pJ) + 05 (pU) + 05 (V) + a%ﬁVMV)

sy ~ 2 peeps P ~ ~ o
O(pJU) + 05 (pU ) + 05 (pJUV) + 0z(pJUW) + m(?;(p = epUWp(X)

a

Il
o

_sinA(X)
-7 2
AL
Z d ~
- 5 —= cos0(X)
Fr,H
(1.63)
. U U
ou Fr = est le nombre de Froude et M, = — est le nombre de Mach.
g c
Formellement, lorsque € tend vers 0, les équations (1.63) se réduisent a :
04) + 05 (3U) + 05 (V) + (W) = 0, (1.64)
~ ~ ~~ ~ 1 _ Nsing X
) + 05 () + 0y GUV) + 0 GUW) 4 115055 = ~7" g (1.65)
Z d =
— —cosfA(X) (1.66
Fon? dX (X) (1.66)

A\ En notant (z,y, z) les variables dimensionnelles (X, Y, Z) (c.f. (1.7)—(1.9)), (u, v, w) les vitesses
dimensionnelles (U, V, W) et en posant :

x:L)Z',y:H?,z:HZ,
u=UU,v=c0V,v=eUW,
p = po p la masse volumique dimensionnelle, on aboutit aux équations en variables (x,y, z) :
p + Oz(pu) + 0y(pv) + 9:(pw) = 0, (1.67)
O (pu) + Op(pu?) + 0y (puwv) + 0 (puw) + Opp = —gpsinb(z) — g,oz;l—x cosf(x). (1.68)
ou p est la pression linéarisée (1.59).
1.3.2.2 Moyennisation des équations d’Euler (1.67)—(1.68)

Soit S(x) la section d’eau (I'air Q(z)) et Q(t,x) le débit défini comme suit :

S(z) :/ dydz, (1.69)

Q(t,x)
Q(t,x) = S(x)u(t, z) (1.70)

ou u est la vitesse moyenne sur la section (z) :
1

u(t,z) = 7/ u(t,z,y, z) dydz. (1.71)

S(t, ) Jow
Soit m € 0Q(z) et n = |—$| la normale unitaire sortante a 0€2(z) au point m dans le Q-plan.

On note m le vecteur wm (c.f. F1G. 1.6). Avec les approximations

pu ~ P, put ~ P’
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les équations (1.67)-(1.68) sont intégrées suivant une section Q(x). On obtient alors,

0 (pS) + 0, (pSu) = / p (ud,m —V).nds (1.72)
oQ(x)
e w2 9 . 5_dS _..d
0 (pSu) + 0, (pST” + ¢*pS) = —gpSsinf + ¢ P —gpSzE cos b, (1.73)

+/ pu (udym — V) .nds
80(x)

oit V. = (v,w)" est le vecteur vitesse dans le plan (N,B). L’intégrale de bord dans I’équation
(1.72) et (1.73) est identiquement nulle car :

u
v -nfm:(%m-nfm:&
w

Cette condition provient du fait que la section est non dilatable, donc dym = 0, d’oit la condition
de non pénétration.

En omettant les « barres » surmontant les quantités moyennées & ’exception de Z, en définissant
« I’aire mouillée équivalente », A(t,x), le débit, Q(¢,x) :

Aty z) = 260 g (1.74)
Po
Q(t,x) = A(t, z)u(t, x). (1.75)

ds
et en ajoutant de part et d’autre de 1’équation (1.73) la quantité ch—, on obtient les équations
-

en charge :
hA+ 0,Q = 0,
Q* B . , (A dS _d (1.76)
0Q + 0, < T +c(A-S)| = —gAsinf+c 5 1 - gAde cos 6.

De la méme maniére que pour le modeéle a surface libre (1.56), on peut ajouter un terme de
frottement —pgS; T donné, par exemple, par la loi de Manning-Strickler (voir e.g. [98]) :

§5(S.U) = K(S)UIU

ou K (S) est défini par
1
KS)=————.
) KZRu(S)Y/?
K, > 0 est le coefficient de Strickler et Ry, (S) = S/ Py, (S) est le rayon hydraulique ou P, est le

périmétre mouillé (P, = P,,(S) est le périmétre de la conduite).

Remarque 1.3.3. Compte tenu de la définition de la quantité équivalente (1.74), la compres-
sibilité de ’eau est prise en compte. Ainsi, une dépression a lieu si A < S (i.e p < po) et une
surpression a liew si A > S (i.e. p > po).

Remarque 1.3.4. Dans la Section 1.3.1.2, on a volontairement laissé de coté la deuzriéeme et
troisieme équation pour ne considérer que la premiére équation de conservation de la quantité de
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mouvement. En fait, on montre que les équations en charge (1.76) et les équations obtenues a
partir d’une dérivation compléte sont formellement trés proches si on suppose les approximations

et

W AT

U R pu.

1. En considérant toutes les équations de la conservation de la quantité de mouvement, on

montre que p a le profil suivant :
plt,w,y,2) = p(t, @, 2) = £(t, x)e 9/ (1.77)

ot £ est une fonction inconnue dépendant seulement de la variable d’espace x.
En effet, Uapproxzimation hydrostatique des équations d’Euler compressibles, obtenue par

Uanalyse asymptotique formelle de la Section 1.5.2.1, fournit [’équation (1.68) et les équa-
tions suivantes :
{ 8yp = Oa
Po.p=—gp.
Ceci prouve (1.77).

. St on multiplie [’équation (1.67) et (1.68) par 9/ en utilisant p sous la forme (1.77), et si

c
on effectue le changement de variable vertical en posant z1 = 1——e 9/ ¢ wy = efg/CQZw,
g

alors les équations (1.67) et (1.68) sont équivalentes aux équations suivantes :
O + D(€0) + 0, (€0) + Dy (Ew1) = 0, (1.78)
d
D (&u) + 0 (Eu?) + 0y (Euv) + 0, (Euwr) + 20, + gEsin ) + 9521% cosf(x) =0. (1.79)

. Puisque & ne dépend que de la coordonnée x, contrairement a la dérivation des équations

en charge il suffit de supposer que T* ~ . Si on intégre les équations (1.78) et (1.79) le
long de la section

2 2
Q4 (x) = {(ym) €R% 1 - %eQ/CQR(“”) <z <1 - %e_g/cm(’”)?a(w,zn <y< B(wm)} :

1% e—9/c?R(=)

B(w,21) g
d’aire Si(x) = dz; = o(x,z1)dz1 ou encore en
)
1 ofz,z1) 1—%69/02}2(“)

effectuant le changement de variable z, — z

R(z) .2 2
Si(x) = / Cem9lzy <x, 1- C—eg/CQZ> dz,

1—<%o—9/c?R(x)
g9

_ <2 9/c2R(x)
g

—R(z) 9 g
on obtient :
0 (€S1) + 0x(ES1m) = € (udym— V) .nds (1.80)
Q1 (z)
— 92 | 2 . 2,451 _d
0 (£S11) + 0, (ES1U° + ¢°€S1) = —g€S1sinf + ¢ 5% - ggslzla cosf (1.81)
+¢ u(udym— V) .nds

801 (z)
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ot f désigne la moyenne de f suivant la section Q(x) :
B 1_§e—g/c2R<x) B(z,21) R(z) ,  [Bl@21(2)
-/ [ twmydyda = [ e £y, =) dydz
1—%69/02}2(9‘) a(z,z1) —R(z) aofz,z1(2))

et V= (v,wy)'. Llintégrale de bord dans les équations (1.80) et (1.81) est nulle pour les
mémes raisons que dans les équations (1.72) et (1.73).
En notant A1(t,x) = £S1 et Q1(t,x) = A1(t,z)u(t,x), on obtient les équations suivantes :

&AL +0,Q1 = 0, (1.82)
ds
Q1+ 0n(Q1/A2 + P (A1 — 81)) = —gA;sinf+ (A,/S — Sl)d—; (1.83)
d
—g&S51%Z1— cosb. (1.84)
dx m

1.4 Les équations PFS

Dans les Sections 1.2 et 1.3, on a dérivé un modeéle pour les écoulements a surface libre et un
modeéle pour les écoulements en charge de formulation trés proches. Les équations a surface libre
sont données par :

a15145l_|'61625l = 0,

0iQq + 0O le—i— (x,Aq)) = —A%—i—Pr (xA)—AZiCOSH
t« sl T Asl Psi\T, Agl - gAag] dx si\Ly gl gAasi dx (185)
Qsl’Qsl‘
—gK(z, A
g (.%'7 Sl) Asl
ol
psl(xaAsl) = gIl(x)ASl)COSHa
Prsl(xaAsl) = gIQ(x,Asl)COSG,
1

avec I; et I sont définis respectivement par (1.48) et (1.49).
Les équations en charge sont données par :

atAch+achh = O,

9,Qup + O th+ (v, Ap) | = —gA d—Z—i—Pr (x,Acn) —gA Eicosﬁ
tch z A Pen\ T, Ach = gAch dr ch\T; Ach gAch do (1_86)
Qch|Qch|
9K (z,S) A
ou 9
pch(x,Ach) = ¢ (Ach_S),
A ds
_ 2 Aeh el
Prch(x,Ach) = ¢ ( g 1> dr’
1
K(z,S .
. 5) K2 (S

d
Dans un premier temps, on constate que ces deux modéles ont les termes e (ott on a posé
x

d
Z(x) = b(z) grace a 'hypothése (1.60)), Ed— cos @ en commun et un terme de friction similaire.
x
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Remarque 1.4.1. On choisit généralement [’aze d’écoulement privilégié pour Z(x). Ce choix
est particulierement bien adapté pour les écoulements en charge, puisque [’écoulement étant uni-
directionnel, les vitesses sont orthogonales a la section, donc paralléles a cet aze. Toutefois, pour
un écoulement a surface libre (le choix naturel serait plutot la base de la conduite), ce dernier
limite les variations de section (comme illustrée F1G. 1.9) car dans ce cas, les vitesses ne sont
plus forcément paralléles a cet aze.

Ny

FIGURE 1.9 — Restriction géométrique du domaine : ¢ petit devant 6.

La réelle différence entre ces deux modeéles provient essentiellement de la loi de pression (et
naturellement aussi du terme source de pression) : l'une est de type « acoustique » et l'autre
de type « hydrostatique ». Cette ressemblance entre ces deux modéles nous invite a utiliser
un seul jeu de variables conservatives; a cet effet, on va définir des variables dites « mixtes ».
D’autre part, on construit une pression « mixte » continue a travers les points de transition mais
nécessairement & gradient discontinu a cause du saut de la vitesse du son en charge et en surface
libre.

On introduit un indicateur d’état E = E(p; pg) (c.f. F1Gc. 1.11) tel que :

o 1 si lécoulement est en charge, i.e. (p # po), (1.87)
~ | 0 silécoulement est a surface libre, i.e. (p = pp) '
et on définit la section d’eau physique S par :
S si E=1,
S=S(A,F) = { A4 s E—o (1.88)
On pose ensuite
A="Lsg, (1.89)
Po

Q= Au (1.90)

les variables qu’on appellent « mixtes ». Elles vérifient :
e si 'écoulement est & surface libre, p = pg, £ =0 et donc S = A, et
e si ’écoulement est en charge, p # po, £ =1 et donc S = S.
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Pour construire la loi de pression « mixte », on pose (c.f. F1G. 1.11)
p(z, A, E) = *(A—8) + gl (x,S) cos b
ou le terme [ est défini par :
H(S)
L(z,S) = / (H(S) — 2)o(x,2)d=
—R(x)
avec H représentant la z-coordonnée du niveau d’eau :

e [ MA) s E=0,
H_H(S)_{R(x) si E=1.

La pression ainsi construite est continue :
lim p(z, A, F) = lim p(z, A, E)
A—S A—S
A<S A>S

et a gradient discontinu (c.f. F1G. 1.10) :

dp _ % 2_@
aA(x7A7O)_ T #C _aA(maAal)
p(z, A E)
[
E=1(p>po)
E=0(p=po)
A=S
E=1(p<po)

FIGURE 1.10 — Loi de pression dans le cas d’une conduite & section circulaire.

(1.91)

(1.92)

(1.93)

A partir des équations a surface libre (1.85), des équations en charge (1.86), des variables
« mixtes » (1.89)-(1.90), de I'indicateur d’état E (1.87), de la section d’eau physique S (1.88) et
de la loi de pression (1.91), on obtient les équations modélisant les écoulements mixtes, appelées

équations PF'S :
OA+0,Q = 0
Q* B dz
—G(z,AE)
—gK(l',A, E)

+ Pr(z, A FE)

(1.94)
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ou Pr, K, et G représente respectivement le terme source de pression, le terme de courbure, le
terme de frottement :

A as
— 2= e
Pr(z,AE) = c <S 1> In + gI>(z,S) cos 0
H(S)
avec  Io(z,S) = / (H(S) — z) Oz0(x, 2) dz,
—R(x)
G(z,AFE) = gAZ(z, S)di cos b,
x
1
K(z,AE) = _.
(1’, ) ) KSQRh(S)4/3

Remarque 1.4.2. A partir des équations PFS, on retrouve trivialement le modéle a surface
libre. En effet, si E =0 alors S(A, E) = A donc la pression (1.91) est la pression hydrostatique,
le terme source Pr est aussi le terme source de pression hydrostatique. Il s’ensuit que le systéme
(1.94) coincide exactement avec le systéme a surface libre (1.85).

Si E =1, alors S(A,E) = S et la loi de pression donne ¢*(A — S) + gl (z,S)cos 6 qui est
exactement la loi de pression en charge si on considére p,(z) = gli(z,S) cos 6 au lieu de 0 dans
la dérivation des équations en charge (c.f. Section 1.3). On peut alors interpréter le terme p,(x)
comme étant la pression a l’état limite, i.e. entre un état en surpression et en dépression. On
illustre les différentes situations possible lors d’un écoulement mizte a la figure 1.11.

w Jgh(%A) cosf
S=A

A(A-8)>0
AHA-9)<0
A<S
g1 (z,S)cosb
E=1
gI(z,S)cosb
— Ligne piezométrique mesurée a partir de z = —R(z)

FIGURE 1.11 — Etat a surface libre p(X, 4,0) = g I1(X, A)cos @ (en haut), état en charge avec
surpression p(z, A,1) > 0 (en bas a gauche), état en charge avec dépression p(z, A,1) < 0 (en
bas a droite).

Remarque 1.4.3. On a vu que lorsque ’écoulement est complétement en charge, les états de
surpression sont signalés lorsque A > S et les états de dépression lorsque A < S. Cependant,
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lorsque [’écoulement est mixte et que A < S, la seule donnée de A ne suffit pas o déterminer
la nature de [’écoulement. Alors, lindicateur d’état E est la pour palier cette difficulté. Ainsi,
lutilisation conjointe d’un algorithme discret sur E permet de décrire aussi bien les zones en dé-
pression qu’a surface libre. Lorsque A > S, sans aucune ambiguité, [’état en charge est proclamé.
Parallélement, au changement d’état correspond le suivi d’un point de transition. Les points de
transition entre deux types d’écoulements sont traités comme une frontiére libre, correspondant
a une discontinuité du gradient de pression. Au Chapitre 2, deux techniques numériques sont
présentées pour le suivi d’interface en se basant sur des conditions de transition de Song [97].

Enfin, on termine ce chapitre par quelques propriétés mathématiques des équations PFS :

Théoréme 1.4.1.

1. Les vecteurs propres a droites de la matrice de convection du systéme (1.94) sont :

AN =u—c(AE), N\t =u+c(AE)

A .
avec ¢(A, E) = g m cos si E =0,

c st E=1.
Le systeme (1.94) est strictement hyperbolique pour A(t, X ) > 0.

2. Pour les solutions régquliéres, la vitesse moyenne u = Q/A satisfait

2
Oyu + Oy (% +c*In(A/S) + gH(S) cos 0 + gZ>

(1.95)
= —gK(X, A, E)ulu| <0.
u?
La quantité -+ In(A/S) + gH(S) cos O + gZ est la charge totale.
3. L’état stationnaire a vitesse nulle est donné par :
u=0 et 2ln(A/S) + gH(S)cos O + gZ = cte. (1.96)
4. Le systéme admet une entropie mathématique
2
E(A,Q,E) = QQ_A + P An(A/S) + S + gAZ(z, S) cos O + gAZ (1.97)
qui satisfait l"inégalité d’entropie
OE + O, ( (& + pla, A, E)) u> — gAK(z, A, E)u?|u| <0 (1.98)

qui est une égalité pour les solutions réguliéres.

Noter que la charge totale et £ sont définies contintiment a travers les points de transition.
Preuve du Théoréme 1.4.1 :
Les équations (1.95) et (1.98) sont obtenues avec des techniques standard. En effet, en multipliant
I’équation de conservation de la masse par u et en retranchant ’équation de conservation de
la quantité de mouvement, on obtient 1’équation (1.95). Ensuite, en multipliant I’équation de
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2
conservation de la masse par (% +¢*In(A/S)gH(S) cos O + gZ) et en ajoutant le résultat de

la multiplication de '’équation (1.95) par @, on obtient :

2
) (?71 + P AIn(A/S) + 2S5 + gAz(x,S) cos § + gAZ)
2
+0; <<§2—A +c?AIn(A/S) + ¢S + gAZ(x,8) cos 0 + gAZ + p(a, A, E)> u>

A

A
Le terme ¢? <§ — 1) 9;S est identiquement nul puisque si ’écoulement est a surface libre alors

S = A, sinon S = S(x). De plus, d’aprés la derniére inégalité, si S = A, on trouve l'inégalité
d’entropie classique avec £ :

2
E(A,Q,F) = g—A + gAZ(xz, A)cos b + gAZ.

De méme, lorsque I’écoulement est complétement en charge, on a I’entropie mathématique sui-

vante : )
5(14, Qa E) - 22_14 + C2A1H(A/S) + C2S + gAZ
Finalement, I'entropie mathématique des équations PFS est donnée par :
2
E(A.Q.B) = 1+ PAW(A[S) + S 4 gAZ(x,S) cosd + gAZ

qui est continue a travers les points de transition. Le flux d’entropie associé a £ est alors donné

de maniére classique par (€ + p)U. Ce qui achéve la démonstration.
[ |

1.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, on a dérivé des équations pour les écoulements mixtes en conduite fermée
a section et & pente variables. Ce modéle est une généralisation des équations proposé par Bour-
darias et al. [18]. Par rapport a la méthode de la fente de Preissmann combinée aux équations
de Saint-Venant usuelles, le modéle PFS a 'avantage de prendre en compte la compressibilité
de I'eau lorsque la conduite est pleine. En outre, cela permet de prendre en compte le caractére
dynamique des écoulements en charge.

Les équations PFS étant obtenues par un couplage d’équations de Saint-Venant en conduite
fermée et d’équations en charge & travers un point de transition, il est nécessaire d’avoir une
méthode de suivi d’interface. Compte tenu de 'amplitude de la vitesse d’onde en charge (¢ =~
1400 m/s) et de la vitesse du son a surface libre (¢ = 1 m/s), le flux des équations PFS est
continu et & gradient discontinu. Plus généralement, ces équations appartiennent a une classe de
systémes de lois de conservations hyperboliques a gradient discontinu et plus particuliérement
une généralisation d’équations couplées a travers une discontinuité fixe (voir [77, 90, 84| pour le
célebre exemple du trafic routier de Lighthill-Whitham-Richards) puisque ici, la discontinuité est
mobile. C’est un probléme délicat car la définition de la solution du probléme de Riemann associé
a ce type de couplage admet, en général, une infinité de solution car deux états de part et d’autre
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de l'interface, il existe une infinité de chemin pouvant les relier. Dans la thése de Boutin [20],
par exemple, on peut définir des chemins & ’aide de critéres physiques qui permettent d’extraire
la solution. A ma connaissance et a ce jour, il n’existe aucun résultat pour les discontinuités
mobiles. Cependant, lorsque les données de Riemann associées au Probléme de Riemann pour
les équations PFS sont en charge ou en surface libre, alors la solution est construite de maniére
classique (voir, par exemple, [102]). Des travaux a ce sujet sont actuellement en cours. Une
telle étude pour les équations PFS est nécessaire en vue de décrire avec précision la vitesse de
déplacement de l'interface et les changements d’états. En particulier, on pourrait alors valider
mathématiquement les conditions de Song [96]. Ces conditions sont utilisées pour les simulations
numériques. En particulier, au chapitre suivant, a I’aide de ces derniéres, on généralise la méthode,
qu’on a appelée « onde fantome » et on propose une nouvelle approche complétement cinétique,
appelée FKA. Elles constituent toutes les deux des méthodes de suivis d’interface qui sont
numériquement validées.
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Ce chapitre est un développement de la deuxiéme partie de l'article

C. Bourdarias, M. Ersoy and S. Gerbi. A model for unsteady mixed flows in non uniform
closed water pipes and a well-balanced finite volume scheme. International Journal On Finite

Volumes, 6(2) :1-47, 2009.
et des articles :

C. Bourdarias, M. Ersoy and S. Gerbi. A kinetic scheme for pressurised flows in non uniform
closed water pipes Monografias de la Real Academia de Ciencias de Zaragoza, 31 :1-20, 2009.

C. Bourdarias, M. Ersoy and S. Gerbi. A kinetic scheme for transient mized flows in non
uniform closed pipes : a global manner to upwind all the source terms. To appear in J. Sci.
Comp., 2010.

C. Bourdarias, M. Ersoy and S. Gerbi. Unsteady mized flows in non uniform closed water
pipes : a Full Kinetic Approach. In preparation, 2010.

En particulier, les schémas numériques VEFRoe et cinétique, respectivement, ont contribué au
développement des logiciels EDF-CIH ROEMIX et FLOWMIX sous la direction de C. Bourdarias et
S. Gerbi.
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NOTATIONS

Notations générales

T1/2 : neeud amont du maillage (ou interface amont)
Tn41/2 : neeud aval du maillage (ou interface aval)
Tip1/2 : noeud interne du maillage (ou interface interne)
m; = (Ti_1/2, Tit1/2) : maille

Ti—1/2 T Tiy1/2

T, = 5 : centre de maille

hi = xi;1/2 — ®;_1/2 : pas du maillage variable

Ax : pas du maillage constant

At™ : pas de temps

U = (A7, Q7) : approximation des valeurs moyennes de A et ) au temps ¢,, sur une maille

m; interne (1 <i < N +1)
Xﬁl 2 notation générique pour désigner une approximation de la quantité X a l'interface
interne si1 <7< N+ 1, amont sit=0et aval sii =N

Notations concernant ’approximation par un solveur VFRoe

Wi = (Z;,cos6;,S;, A, Q) avec les notations ci-dessus pour (Al', Q') et une approxima-
tion de Z,cos 0, S sur la maille m;

Notations concernant ’approximation par un solveur cinétique

Al . décentrement des termes sources
7
W7 = (Z;,cos0;,S;) avec les notations ci-dessus
M+ approximation de la maxwellienne sur la maille m; au temps t,

Notations concernant les points de transitions

CH : charge

SL : surface libre

CH/CH : interface charge/charge

SL/SL : interface surface libre/surface libre
CH/SL : interface charge/surface libre
SL/CH : interface surface libre/charge

Autres notations

2.1

FKA : Full Kinetic Approach

[X]i+1/2 : saut de la quantité a travers I'interface x = ;11,9
[X] : saut de la quantité a travers l'interface x en question
couleur bleu est en référence a un état a surface libre
couleur rouge est en référence a un état en charge

Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la discrétisation des équations PFS par des méthodes de
Volumes Finis du premier ordre & trois points. On leur porte un intérét car elles satisfont d’une
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part la conservativité et elles sont simples & implémenter numériquement. De maniére générale,
une loi de conservation est une équation aux dérivées partielles, posée sur [0,7] x Q C R* x RP
(éventuellement en domaine non borné)

0, U(t,z) + div, F(x,U) = S(z,U) (2.1)

ot x € RP est la variable d’espace, t € [0, 7] la variable de temps, U(¢,z) un champ de vecteur
de R" (la variable conservative), F' = F(z,U) le flux associé, dépendant explicitement de x et
U ici, et S le terme source modélisant I'action des interactions de champs externes.

Etant donnée un volume de controle K C Q, les équations précédentes expriment la conservation
de la variable U sur K. Autrement dit, elle expriment le bilan physique pour U sur K :

i/ U(t,x)dw—i—/ F(t,x)-ansdt:/ S(t,x)dx
dt J oK K

et elles sont formellement équivalentes a : pour tout (t1,5) € [0, 7]

to
/Utg, d:ﬂ—/ U(ty,x dﬂ:+/ / F(t,z) ngdsdt = / /S(t,x)d:vdt (2.2)
t oK t1 K

ol ng est la normale unitaire sortante au bord de K, noté 0K et dx est la p-dimensionnelle
mesure de Lebesgue, et ds est la (p — 1)-dimensionnelle mesure sur K. L’équation intégrale
précédente est & la base de toute méthode Volumes Finis.

Dans notre cas, et pour tout le reste de ce chapitre, nous nous limiteront au cas p = 1. Pour sim-

plifier I'exposé, nous supposerons 1" = 400 et 2 = R. Considérons un maillage spatial uniforme

Ti—1/2 + Tiy1/2

formé d’intervalles, m; = (7;_1/2,%;41/2), i € Z de centre z; = . Soit (ty)nen une

suite croissante tel que tg = 0, on considére At le pas de temps tel que t,, = nAt. At est supposé
fixé. Alors, en utilisant ’équation intégrale (2.2) avec t; = t,, to = t,4+1, K = m; ou encore en
intégrant I’équation de lois de conservation (2.1) sur [t,,t,+1] X m;, on obtient :

(2} tn+1
/ U( n+1,2 )dl’ — U(tn,l') dx +/ F(t,xi+1/2)dt — / F(t,.%'i_l/g) dt
m; m; tn tn

tn+1 (2'3)
/ S(t,z)dxdt.
tn m;

2.1.1 Systémes hyperboliques homogénes

En notant U} une approximation de la valeur moyenne de U(+, ¢,,) sur m;, on définit un schéma
numérique, dit Volume Finis, sous la forme suivante :

n At
Uyt =uy - Ar (Fir1/2 — Fiz1/2) (2.4)

1 tn+1
ot Fiyio = F(U",U) est une approximation consistante de E/ F(t,2;41/2)dt. En
tn
particulier, le flux numérique F;,/, peut satisfaire la relation de consistance pour tout état U :

Fix1/2(U,U) = F(U).

Dans le reste du chapitre, un schéma numérique est dit consistant si il satisfait 1’égalité ci-dessus.
La consistance du flux numérique est la propriété minimale qu’un schéma doit satisfaire. Cette
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relation assure que le schéma numeérique (2.4) correspond bien a une « bonne » approximation de
I'équation (2.1). Plus précisément, si U}’ est la valeur moyenne d’une solution réguliére U(-, ¢,,)
de 'équation (2.1) et U est calculée a partir du schéma (2.4), alors

1
Ut = i / Ultny1, @) de + At (Fipr o — Fim12 +€i)

avec
Fiz1/2 = 0, e — 0 quand At — 0 et Az — 0

ol ¢; est le terme de diffusion numérique (ou appelé viscosité numérique). Il nous renseigne sur
la qualité de précision du schéma (2.4) (voir, par exemple, [44, 11]).

/A Il est important de signaler, que, dans ce contexte d'un schéma explicite, il est toujours
nécessaire d’imposer une condition de Courant-Friedrichs-Levy (CFL) sur le pas de temps pour
éviter 'explosion du schéma. Elle est du type :

0] 28 <1
aAw

et empéche que deux courbes caractéristiques issues d’interfaces voisines s’intersectent. Dans
cette expression |a| est la vitesse de propagation.

t

tnt1 | —

Ti—1/2 Tiy1/2

FIGURE 2.1 - 1 CFL

La stabilité d’un schéma Volume Finis peut étre étudiée de différentes maniéres. Celles que
nous retenons ici, concernent directement les équations PFS, sont la monotonie et 'existence
d’une inégalité d’entropie discréte. La monotonie est une propriété de conservation d’invariance
de domaine, a savoir si U} € C alors U?H € C pour tout 7. Par exemple, dans le cas des équations
de Saint-Venant, ’ensemble C = {h > 0} ou h est la hauteur d’eau. La seconde propriété est
liée & l'entropie mathématique, noté £ : c’est une fonction convexe de la variable U qui satisfait
I'inégalité d’entropie, de flux G,

=0 pour les solutions régulieres de (2.1),

< 0 pour les solutions faibles de (2.1). (2:5)

0:£(U) 4+ 0,6(U) {
Cette inégalité permet de sélectionner la solution faible de I'équation. Si G;1y /5 est le flux nu-
mérique associé a I'inégalité (2.5), consistant avec le flux G (au sens définit précédemment), et
si I'inégalité d’entropie discréte est satisfaite

At
gt —gr - N (Gis1/2 — Gic1y2) <O
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alors il constitue un critére important de stabilité numérique.

Enfin, une derniére propriété, évidente pour les systémes homogénes, est la capacité du schéma
numérique a préserver les états stationnaires : on parle de schéma bien équilibré. Cette relation
d’équilibre se traduit par

U =0, 9, F = 0.

Elle est trivialement satisfaite dés que le flux numérique est consistant.

Choix du flux numérique.

Il va dépendre du solveur que I'on souhaite utiliser. Pour cela, on définit le probléme de Riemann,
PR, associé a la loi de conservation (2.1) et de la donnée de Riemann par :

. U, si z<0,
Uole) = { U, si x>0 (26)

Pour résoudre ce probléme, on distingue le solveur de Riemann exact et le solveur de Riemann
approché. Le solveur de Riemann exact, comme son nom 'indique, résout exactement (2.1)-(2.6).
On lui donne le nom de schéma de Godunov. Ce dernier est généralement remplacé par des
solveurs de Riemann approchés plus simples & étre implémentés et moins coiiteux en temps de
calcul. On distingue deux types de solveur approché : on a les solveurs au sens de Harten, Lax,
Van Leer [62] (HLL) et ceux de type VFRoe [32, 44].

Solveur HLL.

Les solveurs au sens de HLL sont classiquement :

o les solveurs simples (en particulier le solveur de Roe) [91],

e les solveurs de relazations [74],

o les solveurs cinétiques [88].
De maniére générale (c.f. Bouchut [11]), un solveur de Riemann approché, au sens HLL, est un
champ de vecteur R(z/t,U;, U, ), approximation de la solution exacte du PR, qui satisfait la
propriété suivante :

R(z/t,U,U)=U

et le flux numérique F; et F,. satisfait la propriété de conservation :
]:l(Ula Ur) - fr(UhUr)

ol
0
.B(Ul, Ur) = F(Ul) — / R(U,Ul,Ur) — Ul dv,
+oo

7(U,U,) = F(U,) + R(v,U;,U,) — U, do.
0

Les notations F;, F, U;, U, correspondent respectivement & F;_1 /5, Fii1/2, Ui, Uit (introduit
ci-dessus).
De plus, si le solveur R est dissipatif, i.e. :

G-(U;,U,) - Gi(U,U,) <0
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ou le flux d’entropie numérique G; et G, donné par :

Gi(U,U,) =G(Uy) / E(R(v, U, U,)) — E(U;) dv,

G,(ULU,) / E(R(v, Uy, U,)) — £(U,) du

alors 'inégalité d’entropie discréte (2.5) est satisfaite.

A Taide de cette définition, on peut interpréter U} comme la valeur moyenne de la fonction

U"(z) = ZU?]lmi (x) ou 1,,,(z) est la fonction indicatrice de m;. Par exemple, pour une

n
condition CFL de 1/2, on pose :

ur si z < 1 e 2V
i t 2\ 1=, )
(x/t U Z+1) n . T > 1 $—$i+1/2
: S1 — — i e Sl
1 t "2\ t—t,

et on définit une solution approchée U(t, z) (c.f. F1G. 2.2) pour (¢,z) € [ty, tn+1) X (24, Ti+1) par

i+1/2 n n
U(t’x):R<t—7t/ U Z-Jrl).

En utilisant la définition du solveur de Riemann approché, la définition et la consistance du flux
numérique, on a :

1 1
Urtt = A_/ tny1, ) dr = A—/ U™ (2) da
T S,
1[4 T =T q1/9 n
) 1/23(7& 10t
1 Tit1/2 €T — xi+1/2 " n
A—/ R<T’Ui? i+1> dx
f @i

r — T;_
Ti—1/2

i+1/2 T = Tiy1/2
/ R (g o ’;H)—U’;dx

= __(]:l( z+1’Un)_]:( i— I’Un))
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tn—l—l

" Ti—1 X x
Ti-1/2 Tiy1/2

FIGURE 2.2 — Solution approchée par un solveur HLL

Solveur de type VFRoe.

Dans ce cas, le flux numérique est obtenu a partir de la solution du probléme de Riemann linéarisé
9, U + D(U?, U7, 1), U =0,

B U, si oz <0,
Uo(z) _{ U, si >0

ot la matrice D est habituellement approchée par

§:D<w>
2

avec D(U) = Dy F(U) représentant la matrice de convection. On définit le flux numérique par
F(U Uiy) = F(R(07, U, ULy))

et
Fr(UL4,U7) = F(R(0F, UL, UY))

ou R(z/t, U}, Uy ) est la solution exacte du probléme de Riemann linéarisé construite a partir
d’un solveur simple.

Singularité du flux.

Lorsque le flux devient singulier (i.e. les valeurs propres de la matrice de convection sont 0), le
systéme perd la propriété d’hyperbolicité. Par exemple, cela se produit :
e avec les équations de la dynamique des gaz lorsque la densité s’annule : on parle de 'ap-
parition du vide,
e avec les équations de Saint-Venant lorsque la hauteur d’eau s’annule : on parle d’écoulement
sur fond sec ou asséchement selon la situation.
Un solveur R de type HLL ou VFRoe résout ce probléme s’il est capable de traiter les cas ol
un des deux états de part et d’autre de 'interface est nul tout en préservant la monotonie et
donnant une vitesse de propagation finie, sinon on pose At = 0. Le cas ou les deux états sont
nuls est évident, il suffit de poser R = 0. Nous verrons qu’un schéma qui traite naturellement,
sans artefact, ce probléme est le schéma cinétique.
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2.1.2 Systémes hyperboliques avec termes sources

La résolution numérique de systémes de lois de conservation hyperboliques se complique quand
des termes sources S sont présents. En effet, les propriétés physiques (monotonie, inégalité d’en-
tropie, ...) par rapport a la variable d’état U sont considérablement modifiées. En particulier, la
conservation des états stationnaires doit & présent satisfaire un équilibre entre les forces externes
(les termes sources) et les forces internes. Autrement dit, I’équation suivante doit étre préservée

U =0, 0,F(z,U) = S(z, U).

Un terme source se présente généralement sous la forme d'un terme f(z,U) (par exemple, la
friction) ou sous la forme d’un produit non-conservatif U;0,Z (par exemple, un terme de topo-
graphie) ot f a une dépendance en x et éventuellement en U (U; étant la i composante du
vecteur U).

Nous avons vu que tous les schémas numériques pour les systémes hyperboliques homogénes
préservent les états stationnaires. La prise en compte de termes sources ajoute une difficulté
additionnelle, a savoir, assurer numériquement le plus de propriétés afin d’étre consistant avec le
modéle continu : la consistance du flux, ’équilibre et éventuellement 'inégalité d’entropie discréte
(comme il a été mentionné dans [59, 73, 5]). Il est donc utile de construire une approximation
consistante du terme source.

Dans cette perspective, les schémas dit schémas bien équilibrés ( Well-Balanced schemes ou
encore les schémas satisfaisant la C'-property) ont fait ’objet de nombreuses publications.

Ils ont été initialement introduits pour des lois de conservations hyperboliques scalaires par
Greenberg et al. [59, 60]. Ils ont été généralisés par Gosse et al [56, 55| pour des termes sources
non réguliers pour lesquels les produits non-conservatifs prennent un sens a 'aide de la théorie
DLM |[81]. Cette méthode a été dérivée dans le cadre d'un solveur de Roe.

Un autre schéma bien équilibré est proposé par LeVéque [73] : « the quasi steady state wave
propagation algorithm ». Il introduit un probléme de Riemann au centre de chaque maille de
sorte que la différence des états annule 'effet du terme source.

Un schéma a profil stationnaire est présenté par Leroux et al. [92]. Il représente la solution
approchée par une solution stationnaire dans chaque maille. De nombreuses méthodes pour
construire des schémas bien équilibrés sont basées sur ce principe.

Botchorishvili et al. [10] proposent une méthode nommée equilibrium schemes. C’est la premiére
approche de relaxation qui en plus de préserver les équilibres, satisfait 1'inégalité d’entropie
discrete.

Une méthode Central-Upwind scheme est proposée par Kurganov et al. [70]. Elle est basée sur

une quadrature « bien choisie » du terme source S; = S dx pour obtenir un schéma bien
mg

1
Ar (Fivrja = Fic1p2) +5i' = O(Aﬂf2)>~

De maniére générale, toutes ces méthodes ont été étendues aux cas de systémes de lois
de conservation, principalement pour le systéme de Saint-Venant. Dans le formalisme VFRoe,
Gallouét et al. [50] étudient et proposent par le biais de changement de variable convenables des
schémas bien équilibrés en décentrant les termes sources aux interfaces suivant ’idée introduite
dans [59].

A T'aide dun solveur de type Roe, Garcia-Navarro et al. [52] présentent un schéma bien équilibré
en prenant en compte le terme source aux interfaces.

Dans le méme esprit, Jin [65] propose un schéma simple beaucoup plus générale que [52], et
valable pour tout solveur.

équilibré & l'ordre 2 (i.e
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Le premier schéma bien équilibré satisfaisant la monotonie, 'inégalité d’entropie discréte, traitant
les singularités du flux est le schéma cinétique de Perthame et al. [88]. Il est basé sur la formulation
cinétique des équations de Saint-Venant et utilise un schéma de réflexion a 1’échelle microscopique.
Plus généralement, il appartient a la catégorie de schéma USI (Upwinding Sources at Interfaces)
qui a été introduit dans [89, 66] pour lequel la définition d’une approximation consistante du
terme source est donnée. La méthode USI est une technique trés générale qui englobe plusieurs
schémas, par exemple |73, 88, 10, 65, 52]. Elle est basée sur les schémas a profil stationnaire [92]
avec prise en compte du terme source aux interfaces.

Une autre classe de méthode bien équilibrée est la reconstruction hydrostatique de Bouchut et
al. [5]. Elle est basée sur une méthode de décentrement du terme source en le représentant
localement par la différence du flux discret. Récemment, la reconstruction hydrostatique a été
généralisé par Castro et al. [35] aux termes sources non réguliers en utilisant la théorie DLM. Ce
sont les schémas path-conservative numerical scheme.

Parmi toutes les méthodes citées ci-dessus, seul le schéma cinétique [88] (USI) et la reconstruc-
tion hydrostatique [5] sont capables de donner une définition d’une approximation consistante du
terme source, de préserver les états stationnaires, garantir la monotonie et satisfaire 'inégalité
d’entropie discréte. Néanmoins, nous verrons que le schéma cinétique de Perthame et al. [88],
dans sa forme actuelle, ne peut étre généralisé & des termes sources complexes comme nous le
montrons en Section 2.3.2.2.

Enfin, on propose un schéma bien équilibré préservant les états stationnaires a vitesse nulle
pour des termes sources complexes (de type friction, produit conservatif et non-conservatif)
en remplagant la matrice de convection pour le solveur VFRoe, précédemment introduite, par
une matrice d’équilibre (encore appelée matrice a profil stationnaire). Suivant cette idée et le
principe USI ainsi que [92, 10], on développe un schéma bien équilibré préservant tous les états
stationnaires.

Plan du chapitre.

Dans ce chapitre, on utilise un schéma de type Volume Finis du premier ordre, avec un
traitement décentré aux interfaces des termes sources par une approche VFRoe et cinétique.
L’approximation numérique des équations PFS est réalisée en deux temps :

1. traitement des zones sans point de transition (i.e. de part et d’autre de Iinterface, 1’écou-
lement est soit en surface libre, soit en charge).

2. traitement avec points de transition.

On a opté pour une méthode Volume Finis avec un solveur VFRoe basé sur la formulation non-
conservative des équations PFS. Suivant [59], le systéme est « augmenté » en introduisant les
termes sources comme inconnues. On ajoute alors autant d’équations qu’il y a d’inconnues. Le
flux numérique est déterminé en résolvant exactement le probléme de Riemann linéarisé associé.
La seconde approche est basée sur un solveur cinétique [88]. Le flux numérique est déterminé a
partir de la formulation cinétique des équations PFS dans lequel les termes sources sont décentrés
aux interfaces a I'aide d’'une méthode de caractéristique généralisée. Il apparait alors un nouveau
terme qu’on appelle pseudo-topographie qui permet de regrouper tous les termes sources sous la
forme d’un produit non-conservatif. A cet effet, on introduit aussi la notion de pente dynamique
afin de prendre en compte la friction directement dans le terme de pente.

Les points de transition entre les deux types d’écoulement sont traités comme une frontiére
libre, correspondant a une discontinuité du gradient de pression. Les états de part et d’autre
d’une telle interface sont obtenus via la résolution d’un probléme de Riemann linéaire a matrice
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discontinue, la ligne de discontinuité coincidant avec la trajectoire du point de transition. Cette
approche a été initialement introduite par Bourdarias et al. [19] et adaptée aux cas de termes
sources complexes. Je ’ai nommée méthode de « l'onde fantome » car une caractéristique a
surface libre dans une zone en charge n’est pas prise en compte et vice et versa. Cette approche
correspond au formalisme du solveur VFRoe. D’autre part, dans le cadre du solveur cinétique,
une méthode de suivi des points de transition, appelée FKA (Full Kinetic Approach), a été
développée. Les calculs des états a I'interface de transition sont obtenus a partir de relation de
conservation des moments microscopiques issue de la formulation cinétique. Bien que ces deux
méthodes aient été congues pour étre en harmonie avec leur schéma respectif, rien n’empéche
de considérer I'approche « onde fantome » avec le schéma cinétique et 'approche FKA avec
le schéma VFRoe. De maniére générale, ces deux approches constituent deux méthodes de suivi
d’interface indépendamment du schéma utilisé.

Dans le cas du schéma numérique VFRoe, la matrice de convection classique est remplacé par
une nouvelle matrice appelée matrice d’équilibre (encore appelée matrice a profil stationnaire).
Celle-ci est basée sur la représentation locale de la solution stationnaire & vitesse nulle afin d’ob-
tenir un schéma bien équilibré. Cette approche est une méthode a profil stationnaire [92]. Dans
le cas du solveur cinétique, et en particulier pour tout solveur, basée sur la matrice d’équilibre
et les méthodes USI, on développe un schéma bien équilibré. Cette méthode contrairement & la
précédente préserve tous les états stationnaires et s’applique a tout flux numérique consistant.

Dans le reste du chapitre, on utilise les notations suivantes : considérons un maillage spatial
formé de N intervalles m; = (z;_1/2, Ti11/2) de longueur Az = 2,419 — ;179 = hj; 1 <i <N,

Ti—1/2 T Tiy1/2

de centre x; = — 5 de sorte que si L est la longueur de I'axe principal, on a z1/5 =0

et $N+1/2 = L.

T1/2 <> IN+1/2

1 | | ]
I I . I 1
Li—1/2 Li

< >

FIGURE 2.3 — Maillage

Soit (tn)1<n<nom,., une suite croissante tel que tg = 0 et (At")1<n<nmes = (Entl — tn)1<n<nmas
n

A;

Q’?
7

approximation de la valeur moyenne de la solution exacte U(z,t,) sur la maille m;.

Les valeurs aux frontiéres amont et aval seront associées a deux mailles fictives numérotées

respectivement 0 et NV + 1 et aux vecteurs colonnes Uy et Uy, .

le pas de temps. Les vecteurs inconnus U;* = < >, 1 <7< N,1<n < Nypge sont une

2.2 Approximation du flux numérique par une méthode VFRoe

Dans cette section, on rappelle le principe du schéma explicite VFRoe (voir par exemple
[32, 50, 18]) avec traitement décentré du terme source, appliqué aux équations PFS (1.94) sans
prise en compte des conditions aux limites, par souci de simplicité. Par conséquent, on considére
ici que l'indice de maille ¢ parcourt Z. Le traitement des conditions aux limites est présenté



48 CHAPITRE 2. Approximation des équations PFS par Volumes Finis

dans la Section 2.2.5. Ce travail est une généralisation du schéma VFRoe [18] aux cas de termes
sources complexes.

2.2.1 Principe du schéma

Suivant Leroux et al. [59, 92|, on utilise une représentation constante par maille de laltitude

Z(x)

de l'axe principale Z <d— = sin 9(:{3)), du terme cos 6, de la section S. On adjoint au systéme
T

les équations 9;Z = 0, dycos = 0 et 9;S = 0 et on note W le vecteur W = (Z, cos 0, S, A, Q)".
On obtient alors le systéme sous la forme non-conservative :

W + 0,F(z, W) + B(z, W)0, W = T'S(W) (2.7)
ol
0 0
0 0
F(z, W) = 0 , TS(W) = 0
2 Q 0
& e a) g K(r.5) 4
et
0 0 0 00
0 0 0 00
Bz,W)=| 0 0 0 00
0 0 0 00
gA gAZ —P(AJS —1) —~(xz, W) 0 0

auquel on associe le probléme de Riemann homogéne pour la donnée de Riemann :

_ Wl = (Z[,COSG[,S[,A[,Ql)t si T < 0,
W= { WT’ = (ZT’7COS 07’757’7147’7Q7‘)t si x> 0. (28)

Remarque 2.2.1. On a écrit le terme source de pression gly(z, S)cos(0) sous la forme

o )15
YL, dz

Par exemple, pour une conduite circulaire, on a

Y, W) = 5 <@ 1 71(8) arcsin <Z§f))> + "(“’7;(5))> .

Cette facon de discrétiser les termes sources introduit, lors de la résolution du probléme de
Riemann, des ondes stationnaires associés a Z, cosf et S. Notons W} « I'inconnue » discréte,
approximation de la valeur moyenne de W sur m; au temps ¢,,.

Puisque les valeurs de Z,cosf, S sont connues, par intégration de I’équation (2.7) sur la maille
m; ouverte (z;_ 2, :UH%) et en temps [ty, t,+1), on est conduit & écrire le schéma Volumes Finis :

W?Jrl = Wzn — (F( :+1/2(0_’W?,W?+1)) - F( ;—1/2(0+’W?—1’W?))>

+TS(W?) (29)
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A" N
h—i. i+1/2
Riemann associé a I’équation (2.7) homogéne, pour la donnée de Riemann (2.8), avec W; = W;
et W, = W, 1 comme état gauche et droit. Les termes sources ne figurent donc pas explicitement
dans le schéma (puisque ces derniers sont nuls sur la maille ouverte) mais contribuent aux calculs
de W*. C’est la que réside le décentrement. La résolution exacte de ce probléme de Riemann
étant coutetse, suivant Gallouét et al. [50], on utilisera une solution approchée basé sur un
probléme de Riemann linéarisé.

avec o; = (& =x/t,W;,;W,;1) est la solution exacte ou approchée du probléme de

Le calcul de W7}, /2 (Oi, W,;, W,1) va dépendre de deux types d’interfaces localisés aux points
Tig1- Le premier est lorsque 1’écoulement est de méme nature (i.e. écoulement en charge ou sur-
face libre de part et d’autre de l'interface) pour lequel on doit traiter les interfaces CH/CH (CH
pour CHarge) et SL/SL (SL pour Surface Libre). Le second est le cas du point de transition aux-
quelles sont associées les interfaces SL/CH et CH/SL. En conséquence, selon le type d’écoulement

de part et d’autre de l'interface, on va résoudre deux types de problémes de Riemann.

2.2.2 Le probléme de Riemann linéarisé sans point de transition

On expose en premier lieu la définition et la résolution du probléme de Riemann linéarisé
aux interfaces entre des mailles SL/SL et CH/CH.
On écrit tout d’abord la forme quasi-linéaire des équations (2.7). Pour ce faire, en développant
le terme 0, F, on obtient :
HW + D(z, W) 0, W =TS(W) (2.10)

ou D est la matrice de convection définie par :

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

DW)=1| 0 0 0 0 0 (2.11)
0 0 0 0 1

gA gAH(S) U(W) (W) —u? 2u

A
avec ¥(W) = gSOsH(S) cos b — 02(W)§ et u = /A la vitesse moyenne de 'eau. ¢(W) dénote

[ A
tantot la vitesse d’onde en charge, ¢, tantot la vitesse du son a surface libre, 97 () cos 0 selon

si I’écoulement est SL ou CH.

Remarque 2.2.2. Par un simple calcul on a 0311 (x, A) = Is(x, A)+0411(A)0 A : ce qui explique
pourquoi le terme source de pression n’apparait pas explicitement dans les équations (2.10).

A chacune des interfaces SL/SL ou CH/CH, Wi, /Q(Oi7 W, W,,1) est défini comme la solution
exacte du probléme de Riemann linéaire :

OW+DIW = 0
W . W, = (Zl,COS HZ,SZ,AZ,Ql)t si x<0 (2.12)
a W, = (Z,,co80,,S,, Ar, Q) i x>0

avec (W;,W,) = (W;, W,,1) et D = D(W;, W,) = D(m,W) olt W est une approximation
« bien choisie » faisant intervenir ’état gauche W et I'état droit W,..
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Remarque 2.2.3. Nous verrons ultérieurement (voir Section 2.2.6) que le choiz classique

~ W+ W,
o

issue de l’approximation de la matrice de Roe
1
Dioe Wi W) = [ D(W,+ (1= 5)(Wi = W,) s
0

W+ W,
2
choix. Avec une telle matrice, le schéma préserve les états stationnaires a vitesse nulle seulement
pour l'équation PFS homogéne (i.e lorsque la conduite est a section uniforme et de pente nulle).
Cependant, on propose une nouvelle matrice dite matrice a profil stationnaire tel que quelque
soit la conduite et le terme de pente, les états stationnaires a vitesse nulle sont toujours préservés.

qui donne D= D(AW') =D et qu’on appelle matrice standard n’est pas un bon

La matrice D a pour valeurs propres :

)\1:0, )\220, )\320, )\4:ﬁ—C(W), )\5:ﬁ+C(W)

auxquelles on associe les vecteurs propres a droite :

A(W) — @2 (W) H(S)
. 0 . 0 . -1
Tl(W) = 0 _ s TQ(W) = — Av s Tg(W) = ( 0 5 (2.13)
—gA 0 0
0 0 0
0 0
. 0 . 0
ra(W) = 0 (W) = 0 . (2.14)
1 1
U — (W) U+ (W)

La matrice de passage P associée a la base <7"1(W),7“2(W),7“3(W),7°4(W),7"5(W)> a pour in-
verse :

1 1(S) (W)

_ i — 0 0
c(W)2 — 2 c(W)2 — 2 c(W)2 — 2
0 0 S 0 0
gA
0 1 0 0 0
gA gAS gAU(W) it+c(W) 1
26(W)(c(W) — @) 2¢(W)(c(W) —a) 2¢(W)(c(W)—a)  2¢(W) 2¢(W)
gA gAS gAY (W) (W) —u 1

2e(W)(c(W) +7) 2¢(W)(c(W)+10) 2(W)(c(W)+a) 2«(W)  2¢(W)

La solution du probléme de Riemann (2.12) est formée de quatre états constants connectés par
des chocs se propageant suivant les droites & = z/t = \;. En notant [W] = W, — W, le saut
correspondant au vecteur propre r; est égal a (P_1 [W]); ;. En particulier, le débit @ reste
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continu & travers la droite & = 0 puisque la cinquiéme composante des vecteurs rq, ro et r3 est
nulle. Ce qui traduit, la conservation de la quantité A.

Rappelons qu’on cherche les états de part et d’autre de la droite € = 0. Les valeurs de Z, cos 6
et S étant connues, on cherche plus précisément les valeurs de A et @ que 'on note (AM, QM)
et (AP,QP) (c.f. F1G. 2.4) de part et d’autre de 'interface. D’aprés la remarque précédente, on
a immédiatement QM = @QP. On note dans la suite QM P cette valeur commune.

1),(2),(3) 1),2.3) (1).,(2.03)
AM | AP (4) ©) am | ap AM | AP (5)
QM | QP QM | QP (4) QM QP
(5)
(4)
W W, g W W, g Wi W g
u>c u<-=¢ -C<u<c

FIGURE 2.4 — Solution du probléme de Riemann (2.12). Les numéros (i) correspondent aux
droites caractéristiques x/t = A\;, pour i = 1,...,5 .

Les états aux interfaces sont alors obtenus comme suit :

cas d’un d’écoulement torrentiel vers ’aval (i.e u > C(W)) :

On a immédiatement AM = A; et QM P = ;. La quatriéme composante des vecteurs r9 et r3
étant nulle, seule la caractéristique numéro 1 nous renseigne sur le saut de A a travers la droite
¢ = 0. En particulier, il est égal a la quatriéme ligne du vecteur (P! [W]); r1. On a donc :

AM = A
MP =
? < i (2.15)
AP = AM+ 2=y
c(W)2 — 2
ou 1) représente les termes sources décentrés :
Zy — Z; + H(S)(cos 0, — cos 0;) + U(W)(S, — S)). (2.16)
Remarque 2.2.4. Le terme de friction peut étre aussi décentré aux interfaces. On [’écrit sous
la forme :
Q(t,9)[Q(t, 5)|
Oy K(s ds.
/ T As)
(pour xo arbitraire). On introduit la terminologie pente statique pour le terme 7 et pente
x
dynamique pour :
d Qt,5)|Q(t, )|
VA K(s,S)——=—"—"d 2.17
dx < +/ (s, A2(t, s) ’ (2.17)

dZ(x)

qu’on note encore par commodité. Ainsi, décentrer ce terme revient & écrire : Z;i1 — Z;,

w1 Q) / L[ Qe
Zit1 ZH_/x- {AQRh(S)‘l/?’ ds + : i A2Rh(5)4/3 ds.

i i+1/2

i.e. !
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En se rappelant que A = A;, Q = Q;, S = S; sont constants sur la maille m;, on obtient :

Qi Qi Qit1|Qit1]
KSQ A%Rh(SZ-)A‘/?’ KSQ A?+1Rh(5i+1)4/3

Ziv1r — Zi + (Tig1y2 — T4) + (@it1 — Tit1/2)

qui permet de prendre en compte la demi contribution de la friction agissant sur les mailles

« mitoyenne » dinterface ;i /9. Quitte a écrire le flur numérique fonction de x et de W pour

dZ , .
lequel I est la pente dynamique, le flux est encore consistant.
:U

cas d’un d’écoulement torrentiel vers 'amont (i.e u < C(W)) :
Cette fois AP = A, et QM P = @,. De la méme maniére que dans le cas précédent, on obtient
le saut de A a travers la caractéristique £ = 0. On a donc :

gA

AM = AP — ————1j

(W)? —u? (2.18)
QMP = Q.
AP = A,

ou 1] est donné par (2.16).

cas d’un d’écoulement fluvial (i.e |&| < ¢(W)) :

On connecte l'état (AM, QM P) a I'état gauche (A;, Q;) par un saut a travers la ligne £ = Ay,
en utilisant la quatriéme et cinquiéme ligne du vecteur (P~' [W]); 4. AP est donnée par (2.15).
On a donc :

gA U+ (W) 1

AM = A; + QC(W) (C(W) ~ 'd) T,Z)lr + QC(W) (Ar - Al) - QC(W) (QT - Ql)
o gA W —e(W)? L a—e(W)
QM = QP = Q 2 (W) P + oW (A, — A)) (W) (Qr — Q1) (2.19)
gA .
AP = AM + m 7/)1

ou ¢y est donné par (2.16).

2.2.3 Le probléme de Riemann linéarisé avec point de transition : approche
« onde fantdéme »

On présente une maniére de traiter le probléme de Riemann linéarisé lorsque 'interface est
SL/CH ou CH/SL en introduisant la méthode de l'onde fantéme [18|.
Dans le cas d’un point de transition, I'interface est assimilée & une frontiére libre, correspondant &
une discontinuité du gradient de pression. Par conséquent, la résolution du probléme de Riemann
(2.12) fait intervenir une matrice de convection discontinue. Supposant que 'interface se propage
A vitesse w, supposée constante sur un pas de temps, la demi-droite * = wt, trajectoire de
Vinterface, est la ligne de discontinuité de la matrice D(W;, W,.).
On introduit alors un état a gauche U™ = (A7,Q7) et un état a droite UT = (AT, Q") de la
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+ _ —
ligne x = wt en écrivant w = %, donné par la relation de saut de Rankine-Hugoniot
sur I’équation de la conservation de la masse. Les états U; et U™ (resp. U, et U+) sont de méme

nature (i.e SL et SL ou CH et CH) : voir les figures 2.5-2.6.

x
On peut donc définir, sans ambiguité, les matrices moyennes de part et d’autre de £ = 7= w
comme suit :

e pour x < wt, on pose D, = ]_N?(WZ,WT) = D(VV;) ol WZ est une approximation « bien
choisie » faisant intervenir I’état gauche W et I'état droit W™ (c.f. remarque 2.2.3).

e pour z > wt, on pose D, = D(W;;,W,) = D(W,.) ot W, est une approximation « bien
choisie » faisant intervenir I'état gauche W et 1’état droit W, (c.f. remarque 2.2.3).

On est donc amené a résoudre deux problémes de Riemann : on applique la procédure générale

décrite dans la section précédente et on utilise les conditions de saut de Rankine-Hugoniot a
travers I'interface x = wt, a savoir

QT —Q = w(AT—A") (2.20)
F5(A",QT) = F5(A7,Q7) = w(@Q"—Q7) (2.21)

2
ou F5(A,Q) = % +p(z, A) (par souci de simplicité, la dépendance par rapport a ’état ne figure
pas). Formellement, les inconnus sont donc U™, U", UM, UP et w. Cependant, le probléme se
rameéne & la détermination de U™ et UT comme on va le montrer.

Selon la nature de (U™, UM), (U", UP ) a l'interface Tiy1/2 et du signe de w, on doit
distinguer quatre cas :

Montée en charge vers l'aval (c.f. F1G. 2.5),
Montée en charge vers ’amont,

Descente a surface libre vers l'aval (c.f. F1G. 2.6),
Descente a surface libre vers ’amont.

On peut distinguer deux couples de « cas jumeaux » : montée en charge (vers I'aval ou vers
I’amont) et descente a surface libre (vers ’aval ou vers 'amont). En particulier, on ne traite que
le cas d’une montée en charge vers 'aval et d’une descente & surface libre vers I’aval.

Qr - Ql
A, — A

Les états U; et U, étant connus, on définit wp,cq = pour prédire le sens de déplacement

de l'interface.

2.2.3.1 Montée en charge vers ’aval

La vitesse de transition de prédiction wy,.q étant positive et la maille & gauche étant en charge
et celle de droite a surface libre, 'interface se déplace vers 'aval : c’est le cas de figure représenté
a la figure 2.5.

Suivant Song [97] (voir aussi [48]), les vitesses caractéristiques satisfont I'inégalité :

ur + (W), <w <7 +ec.
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L £=0
gzur_cr UMAUP §?ar+5r

§=w—c L E=U+e

Ul UT

FIGURE 2.5 — Montée en charge vers ’aval

L’approche « onde fantéme » consiste a4 ne prendre en considération que les caractéristiques en
trait plein. Les lignes en pointillés, appelées « ondes fantémes », sont ignorées car elle sont dans
des zones de nature différente (par exemple la ligne & = u; — ¢, provenant d’un état en charge,
est dans une zone a surface libre, voir F1G. 2.5).

Ainsi, Ut = U, et U;, U™ sont connectés par un saut a travers la demi droite £ = 0 et £ = u; —c.
Eliminant w dans les relations de saut de Rankine-Hugoniot (2.20)-(2.21), on obtient U~ comme
la solution du systéme non-linéaire :

_N—)\2
(F5(Ar, Qr) — F5(A7,Q7)) = % (2.22)
Q’—Qz—(A’—Az)(ﬁz—c)JrM =0 (2.23)

C—Fﬂl

On a enfin, UP = U™ et la relation de saut a travers I'interface £ = 0 donne AM. On a donc :

AP = A~

QM = Q

QP = @~
i

aM = ap- 22U
ul—C

2.2.3.2 Descente a surface libre vers ’aval

La vitesse de transition de prédiction wy,.q étant positive et la maille a gauche étant en surface
libre et celle de droite en charge, 'interface se déplace vers I’aval : ¢’est le cas de figure représenté
a la figure 2.6.

Suivant Song [97] (voir aussi [48]), les vitesses caractéristiques satisfont I'inégalité :

u+c(W) <w<u,+c
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£=0

fzar—,cvr A fzﬂT—i_E/T‘
UM TUP

£:ﬂl—c

Ul UT‘
FIGURE 2.6 — Descente a surface libre vers 'aval

Il y a deux caractéristiques dans la zone a surface libre : —oco < £ < w (en fait, trois en comptant
la demi-droite £ = 0). Elles permettent de relier 'état U; a I'état UM. Ainsi, seulement la
demi-droite £ = u, + ¢ donne une information (c’est I’équation (2.24) ci-dessous) Une deuxiéme
équation provient des relations de saut de Rankine-Hugoniot (2.20)-(2.21) a travers 'interface
¢ = w en éliminant w comme précédemment (c’est I'équation (2.25) ci-dessous). Il manque donc
deux équations pour fermer le systéme & quatre inconnus (A~, @7, AT, Q™). A cet effet, on
utilise en premier lieu, une relation de saut a travers I'interface & = w pour I’énergie & partir de
I'équation (1.95) :
Ur -0 =w " —u)

ou V¥ est la charge totale définie par

u? o, A
\I’ZE—l—cln S +gH(S)cosO+gZ.

En second lieu, nous imposons

W = Wpred AVEC Wpred = M

A — A
Par conséquent, (A7, Q~, AT, Q1) est solution du systéme non-linéaire suivant :

(@ —QF) = (4 — AT) (U +c) (2.24)

QT = Q) (Qr — Q) = (A — A) (F(AT,QT) — F2(A7,Q7)) (2.25)

(@Q)?
2 (A-)2

(@)
2 (A+)2

+c®In (AT) + geos O H(AT) — —c*In (A7) —geosOH(AT)
_Qr=Q <Q+ Q>

TOA - A\ AT A-

S (2.26)

(@ —Q)(AT-AT)=(@Q" - Q) (4 — A) (2.27)
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Enfin, les états UM et UP se déterminent comme dans un écoulement fluvial avec les états U,
et U™ comme états gauche et droit :

A (i u+c(W) 1 _
AM = A 94 ANV A= A - ————(Q —
WL W)y — ) | 2e(W), ( 2 2¢(W), @ —@)
AP =AM+ 94
W — c(W)?
QMP =Q; + gAliZ); + i = CLW)IQ (A™ = 4) - w Q™ — Q)
2 C(W)l 2 C(W)l 2 C(W)l

2.2.4 Condition CFL et suivi de I’état d’une maille

Dés que I'état aux interfaces W7, /Z(Oi,Wi,WiJrl) est complétement déterminé (par l'ap-
proche décrite dans la Section 2.2.2 ou la Section 2.2.3) le schéma numeérique (2.9) s’écrit expli-
citement sous la forme suivante :

ANAL
A?H = A - hy (QMPz‘H/z—QMPz;l/z)a
JAVAL
Q?H = Q- Th (F5(AMi+1/27QMPi+1/2) - F5(AM1'71/27QMP@'71/2)) (2.28)
Q7 Q7
+g n g2 n\4/3°
ATK? Ry(A7)

Le pas de temps, a 'instant ", est classiquement soumis & une condition de stabilité de type

CFL :
inf;cz h;
At" = « ez i pour 0 < <1 (2.29)

. n n
maXiez, {A4,i+1/2’ )‘5,z‘+1/2 }

ol S‘k,z‘+1 /2 est la k-eéme valeur propre de la matrice 5(Wi,Wi+1).

Etant donné A? d’état E!" (= 0 ou a 1 selon si la maille i est & surface libre ou en charge)
et A" (donné par le schéma (2.28)), on détermine 1'état d’une maille i au temps "™ en
appliquant le procédé algorithmique suivant (issu de [19]) :

e si E;' =0 alors

- sl A?Jrl < S; alors Ef“ =0,

- sl A?H > S; alors E;“H =1.

e si E' =1 alors

- si AT < S alors B = BB,

- sl A;”rl > S; alors Ef“ = 1.
La premiére partie de cet algorithme est claire et signifie simplement que si la maille numéro ¢
était a surface libre alors au temps t,41 soit elle le reste (puisque A?H < 5;), soit elle passe
en charge. Dans la deuxiéme partie, si la maille ¢ était en charge alors on interdit le passage a
surface libre lorsque les deux mailles adjacentes sont en charge (correspond au cas JAMAIS de
la figure 2.7) : c’est la condition EFM! = E;" |E}, . Physiquement, si cette situation devait se
produire, elle serait provoquée par la création d’une poche d’air, (par exemple, engendré par la
cavitation ; voir la Partie III - Chapitre 4 a ce sujet) ou une entrée d’air dans le dispositif die &
une cheminée d’équilibre (constituée par un réservoir en contact avec la surface libre permettant
de réduire les effets du coup de bélier).
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Remarque 2.2.5. Par ailleurs, le critere B = E" |E" | permet de prendre en compte le

phénomene de dépression correspondant a la situation : une maille i est en dépression si A’;H <
S; et E;H'l = 1. C’est un critére numérique de dépression qui correspond a la physique du
probléeme mais qui écarte le phénomene d’aspiration (i.e un état a surface libre et en dépression)
di a ce dernier. En effet, cette approche permet de décrire une zone en dépression comme un
ensemble connexe inclut strictement dans une zone en surpression (c.f. FIG. 2.8). En terme de
quantité d’eau physique S (précédemment introduite dans le Chapitre 1 par (1.88)), une dépression
est donnée par S = S et A < S. Les autres cas correspondant & un écoulement & surface libre,
1.e. S= A et un écoulement en surpression pour S =S et A > S. Dans la figure 2.8, on imagine
une situation de dépression observée a différents temps. On trace le profil de la vitesse d’interface

de transition w dans le plan (x,t) ainsi que le graphe de la fonction 3 au temps t =tz ou se

produit la dépression.

Dans le cas de la prise en compte de conditions aux limites, le schéma numérique détermine
U;H'l uniquement dans les mailles internes, i.e. pour les indices 1 < ¢ < N. Pour ces derniers,
le suivi des mailles étant obtenus par l'algorithme présenté ci-dessus. Le cas du traitement des
conditions aux limites « réelles » fait 'objet de la section suivante.

oui, si A < S,

t=t, t=tust

oui, si A >,

t=1, = tn-‘rl

JAMAIS

t=1ty t=1tn41

FIGURE 2.7 — Suivi de 'état d’une maille
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t=1g
t=1t
t=to
t=1s
t =14
T A
dx zone en CH dx
w = —-— w = —
b=t dt = (lt
epress1o1L
‘= t3 P. 5 /
N
t - t2 N
C zone a SL \ zone a SL
t= t(] >
X
surpression surpression
é(t?,,I) A > S A > S
S A S = § S = §
p(fE,A71)>0 p(fE,A71)>0
SL: S=A4 SL: S=A4
S(tra) =1
g ) =
S 3
> L
depressmn
A < S
S = §
p(z,A,1) <0

A
FIGURE 2.8 — S : un indicateur de dépression
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2.2.5 Traitement des conditions aux limites

Soit un temps t" donné. On suppose que les quantités au temps ¢", amont, interne et aval,
(UZ, EM)o<icn+1 ainsi que (UPT EPHH) o v sont connues. On rappelle que les indices 0 et
N —+ 1 sont utilisés pour représenter les inconnues, respectivement, aux mailles fictives amont et
aval d’abscisse @15 et xy41/2 . Les inconnues sont (Ug“, E6L+1) a amont et (U"Nt_ll,E]’ﬁ_ll) a
I’aval. Pour cela, il faut imposer autant de conditions qu’il y a de « caractéristique rentrante ».
Ainsi, dans le cas de la maille fictive amont, en supposant que Eg"'l est connu, la stratégie est
la suivante :

o si [’écoulement est torrentiel vers laval (i.e torrentiel entrant : u > C(W)), on doit imposer

deux conditions aux limites. Si seulement une des deux est donnée, on impose par défaut
un état critique : ug = ¢(Wy) pour compléter.

£=0
4 A _
0 P E=M\y
QO QM P = QO A g — )\5
Q
1 équation
TN
1 équfation
1 &qua‘t‘ionAl
Q1
T1/2

FIGURE 2.9 — Conditions aux limites amont : écoulement torrentiel entrant

o si [’écoulement est torrentiel vers I’amont (i.e torrentiel sortant : u < —C(W)), on impose

S
une condition de sortie libre Ay = A1S—O et Qo= Q1,
1

Y

Z1/2

FIGURE 2.10 — Conditions aux limites amont : écoulement torrentiel sortant
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e si [’écoulement est fluvial, connaissant I'une des composantes de Uy est connue (ou une
relation fu,,(Up, Uy) = 0), on adjoint une équation traduisant (le débit @) ou l’aire mouillée
A, via la hauteur piezométrique) que le saut a travers la caractéristique sortante est nul.

£=0
Ao b 4p
Qo | QMP = Qo
£=2Xs
E=M 1/ ™~
équation
: équation
1
Q1
T1/2

FIGURE 2.11 — Conditions aux limites amont : écoulement fluvial

Remarque 2.2.6. Par symétrie, on impose des conditions similaires ¢ l’aval.

Puisque le régime fluvial est le seul pour lequel nous disposons d’une condition aux limites
« réelle » (voir le paragraphe suivant), on raisonne par a priori. On calcule les inconnues dans
le cas d’'un écoulement fluvial puis on vérifie la validité de I’hypothése en calculant la vitesse
d’onde. Si celle-ci est incompatible avec I'hypothése d’écoulement fluvial, alors on bascule soit
vers

e un écoulement torrentiel entrant et on impose un état critique (pour compléter la donnée

manquante),

e un écoulement torrentiel sortant et on impose une sortie libre.
Comme dans la méthode de suivi d’interface développée dans les Sections 2.2.2 et 2.2.3, le
traitement des conditions aux limites dépendra de six types d’interfaces : SL/SL, CH/CH, SL/CH
avec w > 0, SL/CH avec w < 0, CH/SL avec w > 0 et CH/SL avec w < 0. Dans la suite, on
traite seulement le cas du probléme a 'amont (le cas aval étant symétrique) et on suppose que les
états F sont provisoirement connus. De plus, on omettra I'indice supérieur n + 1 quand aucune
confusion n’est possible.

2.2.5.1 Pas de point de transition localisé a ’amont

On suppose qu’a l'instant t" ! I'état Ey est égale a E; et que 'écoulement est fluvial. Dans ce
cas, compte tenu de ce qui a été dit précédemment, on suppose que soit Ag ou soit )y ou encore
Uy est donné par une relation de la forme f(Wg) = 0 avec W = (Z, cos 6y, So, Ag, Qo). Cest
généralement la derniére approche qui est considérée, car elle est plus proche des conditions aux
limites « réelles ». En effet, on impose généralement une condition au limite dite « réelle » du
type :

1. la hauteur piézométrique H(t) :

) T gH(So(t)) cos b + gZ0 = H(1) (2.30)



2.2. Approximation du flux numérique par une méthode VFRoe 61

2. le débit q(t) :

vt Qo(t) = q(t) (2.31)
3. la charge totale W.(t) :
Q3(t) Ao(t) -
Vi, ZXO(t) + An (SS(t)) + gH(So(t)) cos Oy + gZp = V(1) (2.32)

Le nombre d’inconnues étant de deux, il convient d’adjoindre une relation, pour fermer le systéme,
traduisant le fait que le saut & travers la caractéristique sortante est nulle. En d’autre termes,
on écrit la décomposition de Wy et W1 dans la base de vecteurs propres & droites associés a la
matrice de convection 5(W0, W) (c.f. section 2.2.2) et on pose gy = 4 ou «v; et [3; sont, respec-

tivement, les coefficients de Wy et W7 dans cette base {r;(W), TQ(W), r3(W),r4(W),r5(W)} :
5 —
Wo = > airi(W),
i=1

5
W, = Z Biri(W)
i=1

ment :

So
g = ———=, ag = — cos by
gA
avec
= (2~ a2 (W) — a5H(S))
c(W)2 — 2

et le systéme linéaire & deux équations et & deux inconnues (ou, as) :

Ao—l—ggal = o4+ a5, - .
Qo = au(u—c(W)) + as(u+ c(W))

donne :

1 ~ —
= (Ao + gAan) (@ + (W) - Qo).

De méme, on obtient :

1 - —~
1= ooy (41 + 938)(@+ (W) - Q1)

Ainsi, en traduisant le fait que le saut & travers la caractéristique sortante est nulle, i.e. ay = By,
on trouve I’équation :

Q1— Qo= <(A1 — Ao) + gA(Br — 061)) (u + c(W)). (2.33)

En résumer, Uy dois satisfaire le systéme défini par la condition aux limites f(Wy) =0 (avec f
défini par (2.30) ou (2.31) ou (2.32)) et I’équation (2.33).

Remarque 2.2.7. Pour obtenir la condition a l’aval, il suffit de remplacer les quantités indexées
par 0 en N, et celle par 1 en N + 1.



62 CHAPITRE 2. Approximation des équations PFS par Volumes Finis

Critére a prior: pour prédire ’état de la maille & ’amont selon la condition imposée.

L’état de la maille fictive Eg“ est déterminé en fonction de la condition qu’on impose et de
I'état de la maille numéro 1. On doit donc distinguer les cas SL/SL et CH/CH (les autres cas
étant traités dans la section suivante).

e Dans le cas de la condition (2.30) et d’un état a surface libre dans la maille 1, I’état ESLH
est obtenu sans aucune ambiguité en comparant Ag“ a Sp. En particulier, on a E6L+1 est
déclaré a surface libre si AJt! < S, sinon on est confronté & un point de transition (voir
section suivante). Lorsque la premiére maille est en charge, par défaut on pose E6L+1 =1
(faute de critére) y compris si Apt < Sp.

e Lorsque la condition (2.31) est imposée, on prédit l'aire équivalente, & comparer a Sy,
pour déterminer 1’état de la maille fictive. Dans cette perspective, on utilise une méthode
de caractéristiques linéarisées. Pour cela, on écrit la solution du probléme de Riemann
linéarisé avec terme source :

U + Bo,U = Gy(z, W),

Ug siz <0,
Ul@,ta) = { Ul siz>0
ott B(U) = DyF(z,U) avec U = % et Gs(W) = TS(W) — B(x, W)3,W (voir
la formulation 2.7)) contient tous les termes sources. On rappelle que U = (A,Q) et
W = (Z,cos0,S,U). Nous supposerons dans le reste de cette section que les termes sources

g Q|Q|
K2R, (A)*3 A

sont réduits & un terme de la forme gAd,j(xz, A) et au terme de friction

(introduit précédemment).
Les valeurs propres associées a la matrice B :

X =1 —c(W)et Ay =0+ c(W)

ot ¢(W) est soit la vitesse du son a surface, soit la vitesse d’onde en charge. Les vecteurs

propres droits sont
~ 1 (7 1
= ~ et 7o = ~ .
1 3 2 e

En décomposant U dans la base de vecteurs propres, U = a371 + aoro et en posant
G(W) = p171 + B2, on a:

/U + Bo,U = (a1 + MOpe)F1 + (Dyvy + AaBparn)
= [3171 + Bals

et en particulier, N
Oy + MOy = P

Donc, en intégrant cette équation le long de la caractéristique,

Santa(t) = Ailta), <0< tug,
ar(tn, z(tn)) = of (UY),
aboutissant au point (719, tn41)
dz(t)  ~

dt
T(tny1) = T1/2
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on obtient :

tn+1
a1 = a1 (tnt1,71/2) = i (tn, ©(tn)) +/ Bi(t, z(t)) dt = of + Atﬂ?’”“
tn

ou of, A1 ’"+1, a?“ sont respectivement les composantes de U}, G(W7) et UgJrl sur 7.
On a ainsi _
Qo T aren (2.34)
0 = a1\ + ),
avec
o1 = off + Atgl (2.35)

tn+1
ou le terme Atﬁ?’nﬂ est une approximation de l'intégrale / B1(t,z(t)) dt. Plus pré-
tn

. : _ 0 .
cisément, (1 est la premiére composante du vecteur P! < a ), ou P est la matrice de
S

passage formée par les vecteurs r1 et ro, i.e.

1 ‘ g Q|Q

tn+1
et on approche l'intégrale / B1(t,x(t)) dt par
tn

A(tn’ :C(tn)) + A(tn+1) x(thrl))

(3@ (tnn), Altnsr, 2tns1)) = (2(ta), Alt, 2(t))) )

2
L9 Qnay
KZRp (A3 A}
_ AT+ AT nbly " g Qrley
= T (Jae AT = Get) D) + o (2:36)
avec x(t,) = —XlAt + 210 De méme, en écrivant que a7 est la premiére composante du
A
vecteur P! ,ona:
(o)
-1 ~
1 2C(W)( 1 1) (2.37)

L’aire de prédiction Aj™! est alors obtenue en résolvant 'équation (2.34).

2.2.5.2 Un point de transition est localisé a I’amont

On suppose qu’au temps t,,, Fyy est différent de E7'. Les états amont, internes et aval étant tous
connus au temps t,, on prédit le sens de déplacement de l'interface par la vitesse de prédiction :

QT — Qp

Wpred = m
On a alors quatre cas de figures : SL/CH avec wpyeq > 0 (SLCH+), SL/CH avec wpreq < 0

(SLCH-), CH/SL avec wpreq > 0 (CHSL+) et CH/SL avec wpreq < 0 (CHSL-). Il y a au plus
sept inconnues : w, Uy, UP, U™, U™, En tenant compte de la vitesse Wpred, ON prédit pour le cas
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(SLCH+) un état a surface libre entrant pour la maille fictive & I'amont : Ef ™! = 0,
(SLCH-) un état en charge libre sortant pour la maille fictive & 'amont : Eg“ =1,
(CHSL+) un état en charge libre entrant pour la maille fictive a 'amont : Fy™ =1,

(CHSL-) un état a surface libre sortant pour la maille fictive & ’amont : E(’]‘+1 =0.

La stratégie consiste alors a traiter l'interface z;/5 comme une maille interne en utilisant I'état
gauche U; = Uy et droit U, = U’f“ ou Ay = A et Q"+1 est donné par (2.31), ou bien
Qo = Qf et Ag“ est donnée par (2.30) ou on adjoint une équation supplémentaire, & un des
systémes obtenues dans la Section 2.2.3 (selon si (SLCH+), (SLCH-), (CHSL+) ou (CHSL-)),
par (2.32).

Y

2.2.6 Construction d’un schéma préservant les états stationnaires a vitesse

nulle

Dans cette section, on construit un schéma bien équilibré préservant les états a vitesse nulle,
a partir des équations (2.28) et d’une approximation judicieuse de la matrice de convection D
associée au probléme de Riemann linéarisé (2.12) (c.f. Section 2.2.2). L’objectif de cette section
est de montrer qu’on ne peut pas obtenir un schéma bien équilibré & partir d’un schéma VFRoe
avec I’approximation moyenne standard (i.e. matrice standard, voir Remarque 2.2.3) qui consiste
a choisir la matrice de convection D (voir le probléme de Riemann (2.12)) comme la matrice
moyenne de la matrice Roe,

D poe(Wi, W / D(W, + (1 —-5)(W; - W,))ds.
- —~ W, + W, A+ A
On aalors D = D(W) =D <%> et en particulier A = =L~ —; . Nous verrons que c’est

& cause d’une mauvaise approximation du terme A que le schéma ne peut pas conserver les états
d’équilibres & vitesse nulle.

A cet effet, on rappelle que les quantités A et @ sont mises & jour par le schéma numérique
suivant :

AL = AR - <QM i+1/2 ~ QMPZ‘n—uQ) (2.38)

F|E ?|'>

Qi = Q= T (Fa(AMLL 1y, QM Py ) — F(APR 10, QM P! 5))  (239)

2
F5(A,Q) = % + (A = 8) + gIi(z,8), la cinquitme composante du flux de 1’équation PFS
sous forme non conservative (2.7). On suppose que 1’écoulement est soit complétement en charge
soit & surface libre. Le cas d’un état stationnaire avec point de transition étant traité en Section
2.2.6.3.
Dans le cas d’'un écoulement stationnaire a vitesse nulle, les quantités aux interfaces sont calculées
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(voir Section 2.2.2 pour plus de détails a ce sujet) a partir de :

A _pn g A G+ Ay
z+1/2 — Y 2AQ 5
i+1/2
gAHl/? i+l ~ AA?H/z
QMPF, it1/2  — m . Ci+1/QT . (2.40)
g ‘Z?—H/Z ;
APy =AM )y — ——— Pitt

Cit1/2
ot AAjyy/o = Ait1 — A; et %H contient tous les termes sources décentrés

Zis1 — Zi + H(Sjy12)(cos 01 — cos0;) + (Wi + 1/2")(Sis1 — ).

On note ¢; 1/ la quantité c(W;:Ll /2) avec

w A Q An AN
Wi+1/2 = <Zi+1/2, CO8 9i+1/2a 5i+1/2, Ai+1/2, Qi+1/2
ol chacune de ses composantes sont définies par :

7 Zi+ Zisa o o8 0; + cos 01 S_ S + Sz+1 QF + Qz+1 (2.41)

9 , C 9 ) ) Q@+1/2 9

et I'approximation du terme Z?H /2 Sera précisée plus loin.
A Tinstant t,,, le couple (A?, Q") satisfait 1’état d’équilibre de I'eau au repos si :
(H) Vi, Q} =0 et A vérifie 'équation (c.f. 'équation (1.95)) :

n

A Aj
1n (SZH) + gH (S 1) cos b1 + gZip1 = In <

) + gH(S}) cosb; + gZ;. (2.42)
i+1 E%

On dit que :

Définition 2.2.1.

1. Le schéma numeérique (2.38-2.39)-(2.41) pour un approximation donnée de g?i1/2 est
(ka,kq)-bien équilibré si et seulement si :

{A?Jrl - Aﬂ = O((max hi)ka) et {Q;Hl - Q,n‘ = O((max hy)™?).
€L 1€Z

On appelle les coefficients ka > 1,resp. kg > 1, Uordre du schéma bien équilibré (2.38),
resp. (2.59).

2. Le schéma numérique (2.38-2.39)-(2.41) pour une approximation donnée de "z(?;tl/2 est bien
équilibré si et seulement si :

AP+ AT =0 et |QIT - QP =0.

(SF) Dans le reste de la section, on suppose h; = Az constant, le rayon R et Z sont des fonctions
affines, I’angle 6 est constant. Compte tenu de ces hypothéses, a l'interface z;;1/5, on a :
ARjp1/0 = Riy1 — Ri = AR, AZ; )5 = Ziy1 — Z; = AZ sont constants et en particulier
Acosf;y1/; est nul.
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Sous ces hypothéses, on montre alors que :

Théoréme 2.2.1.
1. o Le schéma numérique (2.38-2.39)-(2.41) avec

A+ AL, (2.43)

an

i+1/2 = 9

et de section S non constante ne préserve pas les états stationnaires au repos. En parti-
culier, on a kg =1 (au sens de la Définition 2.2.1).

dz
e Pour S constant et e 0, le schéma numérique (2.38-2.39)-(2.41) avec (2.43) est
x
bien équilibre.
2. 1l eziste un choix de ;1&1/2 pour lequel le schéma numérique (2.38-2.39)-(2.41) est bien
équilibré.

dZ
Remarque 2.2.8. Le cas S constant et o= 0 du théoréeme ci-dessus est trivial car il découle
€

de la consistance du flux numérique.

Dans les deux sections suivantes 2.2.6.1 et 2.2.6.2, on montre les deux points du théoréme 2.2.1.

2.2.6.1 L’approximation avec la matrice standard
On suppose dans cette section que gi-i—l /2 est donnée par I'approximation (2.43).

Calcul de ’ordre du schéma (2.38).
En notant la différence de flux de la quatrieme composante du flux QM Py 15 — QMP;_1 /5

par AQi+1/2a on a :

n 9 i i+1\ ~ an an an ~ i+1
AQi1p = m{ (i1 —vi™) Civ1/2 A1 — <Ai+1/2 - Ai—l/Z) Cit1/2 Ui
AA?
~ ~ in i i+1/2 ~ ~
+ (Civ12 — G1)2) Alv1)o T/JZ‘H} + TJF/ (Cim1j2 — Civ1/2)
ol _ _
A?+1/2 - A?f1/2 = AA?+1/27
—AZ siE; =0,
vig -t = 2AS,;
1 _AZ_gCOSHAR_ c +1/2
2 Si—1/2 Sit1/2
X <ASZ‘+1/2 A?—l/Q — AA?+1/2 Si—1/2> si EZ =1

et

CAx siE; =0,
0 SiEizl

/A

(B2 — G o] {



2.2. Approximation du flux numérique par une méthode VFRoe 67

pour une certaine constante C' > 0
En notant

M = max <max ( Cit1/2 Az 1/2) max( Cit+1/2 ‘1/} | m?‘x (‘/z{?+1/2 ‘¢ZZ+1|>’C>
et remarquant que
Vi, O(AR) = O(AS;y172) = O(AAY,, ) = O(Ax)

et
O(Ciy1/2Cim1/2) = O(Si+1/2 Si—172) = 0(1),

on en déduit :
o /2( < MA2?.

De maniére équivalente, I'ordre du schéma (2.38) (au sens de la Définition 2.2.1) est kg = 2 :

| AP — A7 = O(Az?).

Calcul de 'ordre du schéma (2.39).
On note F5(AM+1/2, QM Z+1/2) F5(AP;L_1/2, QMPin_l/Q) par AF =T, + T on

<AM[jr1/2 AP¢711/2> (QM z+1/2) +AME ((QM z+1/2)2 (QMP" 1/2)2>

AM11/2 AP" -1

1:
/2

et

gCOSH <Il($i+1/2 ,AM +1/2) Il(CCZ'+1/27,APin_1/2)> si EZ = 0,
5 =

(AM +1/2 APZ"_UQ) + CQASi+1/2 sl Ei =1.

Un simple calcul montre que :

'( ?+1/2)2 - <Q?_1/2)2‘ = O(A;,;?’).

D’autre part, on a :

i+1

g z+1/2¢ 1/21/’
AM+1/2 AP Y1 = AAhLl/2 5 ( = + ) . (2.44)
Cit1/2 Ci—1/2
T,Z)ZJFI AV;L_ ¢;_
Comme le terme ( i+1/2 ~21/ 27 est de 'ordre de Az puisque
z+1/2 Ci—1/2
¥ = 0(Ax),
on a :
‘A +1/2 AP[il/z‘:O(Ax),

L’ordre du schéma (2.39) (au sens de la Définition 2.2.1) est donc kg =1 :

QI —QF| = O(Ax
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Remarque 2.2.9. Dans le cas d’une conduite a section constante (S = cte) et de pente nulle

dzZ

(d— = 0) (i.e en considérant les équations PFS  homogénes), le schéma numérique (2.38-
x

2.89)-(2.41) avec ’approximation (2.43) est bien équilibré.

En dépit de kg = 1, pour un écoulement en charge, le schéma numérique (2.38-2.39)-(2.41) avec
Papproximation (2.43) préserve numériquement les équilibres stationnaire a vitesse nulle grace a
la vitesse d’onde ¢ ~ 1400 (c.f. voir I'équation (2.45)). En effet, considérons, par simplicité le cas
S = cte. L’équation de I’état au repos au niveau continue est donnée par

I (A) + gRcosO + gZ = cte.
Sous I'hypothése (H) et en particulier I’équation (2.42), on écrit :
AT, = AT exp (—%AZ) .
Etant donné un pas d’espace Az, pour de grande valeur de ¢, on peut approcher Al q par:

AP~ AT (1 - c%AZ) .

Ensuite, en remplacant dans I’équation (2.44) A, par 'approximation ci-dessus, on obtient

n n nAZ| Az
AMHI/Q—APFI/Q‘:gAi —=0(=)- (2.45)

Comme nous l'avons constaté précédemment, bien que kg est toujours égale a 1, la constante —
c
stabilise le schéma (2.38-2.39)-(2.41) avec (2.43) vers le bon équilibre & vitesse nulle. On illustre

numériquement ces faits aux figures 2.14 et 2.15. On considére une conduite uniforme de longueur
A

100 m, de diamétre 1 m avec une forte pente I —0.9 m/m et un pas d’espace Az = 1.
x

L’erreur absolue obtenue est 107 pour ¢ = 30 et 107 pour ¢ = 200.

En revanche, cette constatation n’est plus vraie pour un écoulement & surface libre en raison
d’une faible vitesse du son par rapport a celle en charge. A titre d’exemple, on représente a la
figure 2.16 le résultat d’'une expérience numérique pour une conduite uniforme de diamétre 1 m,

dZ
de longueur 10 m et de pente Tr 1072 avec un pas d’espace Az = 1073,
x

2.2.6.2 Une matrice a profil stationnaire

Dans cette section, on approche le terme Z?il /2 (2.43) de maniére a préserver I'état sta-

tionnaire & vitesse nulle. A cet égard, on suppose (SF). Au niveau discret un état d’équilibre a
vitesse nulle est parfaitement préserveé si (c.f. F1G. 2.12) il existe n tel que pour tout i, si Q}' = 0
et,

AP An
Al: Zln <SZ—JJ:> + gH (S 1) cos O+ gZi1q1 = c*n (j) + gH(S}) cos O + gZ;,

A3 : QM 1‘7-11/2 = QMP{L—1/2>
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alors, pour tout [ > n les conditions A1, A2 et A3 sont satisfaites.

z

AP 19 AM; 110

o

Eio =0 Eio-‘rl = 1

Mg M1

Lig+1/2 T

FIGURE 2.12 — Représentation discréte d’un état stationnaire mixte & vitesse nulle au temps
t=1t"

Par suite, le schéma (2.38-2.39)-(2.41) avec une approximation bien choisie, préserve ’équi-
libre discret si :

A1 est satisfait pour un écoulement en charge, ce qui équivaut a

n o _ nSi+1 g
= A; S, exp (—0—2 (AZ + AR cos 9)) . (2.46)

A1 est satisfait pour un écoulement a surface libre, ce qui équivaut a

h*cos — AZ
=t 2.4
i+l cos (2.47)

Remarque 2.2.10. En pratique, pour une conduite circulaire, A}, est calculé a partir de :

2
n o __ Ri+1
i+1 —

(wiJrl — sin(le)) (248)

X hit1
0l wijy1 = 2 | m — arccos

>> est l'angle représenté sur la figure 2.13.
i+1
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T(A)

A
A |

N

FIGURE 2.13 — angle w

A2 est satisfait, ce qui équivaut a

An L An i
g i+1/2%4 i—1/27i—1
AM 1o = APy = DAY + 5 < ot + =0. (2.49)
Civ1/2 Ci-1/2
A3 est satisfait, ce qui équivaut a
Y aar
1/2 i z+1/2 (2 i+1/2 o~ -
AQiye = 2{ G2 G }+ 5 (Gim12 = Cipaj2) = 0. (250)

. . . . < . , . . . ~'I’L ~n
Par conséquent, un état stationnaire & vitesse nulle est préservé si et seulement si (Al-f1 /20 Ay /2)
est solution du systéme suivant :

i+1
+1/27/’ 1/2¢

Cit1/2 Ci—1/2
(2.51)

n i in i+1
o = oAt Apul) | A, (@ 1/ — Gs10)
S22 Cio1/2 Cit1/2 2 iml/2 T )

ou AAY ;o = Afy 1 — Ajf pour lequel A, est remplacé par (2.46) si I'écoulement est en charge,
sinon par (2.47). On a donc :

AP Sj;l exp (—— (AZ + AR cos 9)) > si B =1,
T (M)

cos 0

AA?

avec F : h — F(h) = A. Par exemple, pour une conduite a section circulaire, la fonction F est
donnée par (2.48).

Finalement, le schéma numérique (2.38-2.39)-(2.41) avec AZ ".1/2 solution du systéme (2.51) est
bien équilibré au sens de la Définition 2.2.1. La matrice DZ+1 2 = D(WZ+1 /2) de convection du

probléme de Riemann (2.12) donnée par les coefficients (2.41) et A7 i+1/2 définis comme la solution
du systéme (2.51) est appelée matrice a profil stationnaire.
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Dans le cas d’un écoulement complétement en charge en conduite uniforme, le systéme précédent
est simplement :

n gAZ an An
AA )+ 52 ( ir1/2 T Ai71/2> = 0,

an _an
i+1/2 = Al

Par conséquent, la solution est explicitement donnée par :

9
o @AM, ad(ow(587) 1) -
w27y AZ T g AZ ' '
Remarque 2.2.11. En utilisant la relation A} = A} | exp (C%AZ), on écrit :
g
L edan, 2 AL (1-exp (542)) )
i+1/2 — g A7 - g AZ : ’

On peut donc exprimer E?H/Q comme la demi-somme de (2.52) et (2.53) :

. 2 Ay <1 — exp (%AZ)) + A7 <exp (—C%AZ) — 1)
i+1/2 = _gAZ 9

De plus, pour Az suffisament « petit », on a :
n —~ A? + Aanrl
i+1/2 ~ 2 .
Le schéma (2.38-2.39)-(2.41) avec (2.43) est donc Uapproximation du premier ordre du schéma
bien équilibré présenté.

Une analyse similaire pour un écoulement a surface libre montre que le schéma (2.38-2.39)-(2.41)
(2.43) est aussi une approximation du premier ordre du schéma bien équilibré présenté.

Quelques simulations numériques.

Sur les figures 2.14, 2.15, 2.16, on trace le résultat obtenu par le schéma numérique avec la
matrice standard avec A7, /2 défini par (2.43) et celui donné par la matrice a profil stationnaire,
dans le cas d’un écoulement en charge et & surface libre. La configuration pour I’écoulement

en charge est : une conduite uniforme de 100 m de longueur et de 1 m de diamétre inclinée
dz

de — = —0.9 m/m, avec un pas d’espace Az = 1. La configuration pour I’écoulement en
surface libre est : une conduite uniforme de 10 m de longueur et de 1 m de diamétre inclinée de
dz
—— =102 m/m, avec un pas d’espace Azx = 1073, Dans les deux cas, état au temps ¢ = 0 est

un état stationnaire exact.
On compare également les deux approches hors d’un état stationnaire pour un écoulement mixte

dans une conduite uniforme de 100 m de longueur et de 2 m de diamétre, de pente el
:U

1072 m /m. L’état au temps ¢ = 0 étant un état stationnaire exact a vitesse nulle, on impose un
débit nul & ’aval et on pilote la hauteur piezométrique & 'amont. La figure 2.17 montre bien que
les deux méthodes, hors d’'un état d’équilibre, sont en parfait accord.
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FIGURE 2.14 — Comparaison pour un écoulement stationnaire & vitesse nulle en charge avec
c=30
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FiGURrE 2.15 — Comparaison pour un écoulement stationnaire a vitesse nulle en charge avec

c = 200.
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FIGURE 2.16 — Comparaison pour un écoulement stationnaire a vitesse nulle a surface libre



2.2. Approximation du flux numérique par une méthode VFRoe 75
XxX=40m
14 ] ] . ] ]
Matrice standard
Matrice a profil stationnaire
’&)\ ]
%)
<
E i
E
]
Q
_2 L L L L
0 20 40 60 80 100
Temps (S)
X=40m
26 ] ] . ] ]
Matrice standard
oa b Matrice a profil stationnaire
g i
(O]
>
g 7
©
S i
o
N
Q
o -
5
(O]
= i
©
T
8 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100
Temps (S)

FIGURE 2.17 — Un test de comparaison des deux méthodes hors d’un état stationnaire
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2.2.6.3 Traitement d’un état stationnaire mixte a vitesse nulle

Pour traiter le cas d'un état stationnaire avec point de transition, commencgons par décrire
un état d’équilibre mixte. Une représentation discréte est donnée sur la figure 2.12. Supposons
qu’il existe un entier 7g tel que toutes les mailles m; a gauche de l'interface x; 1/ sont a surface
libre, et les autres en charge, i.e. :

Ez' =0 si 1 < io
Ei=1 si i>1iy
Un équilibre mixte signifie que la vitesse de propagation du point de transition est nulle :

n Qr—-Q~ _

Wiot12 = gr 4=~ O

On a donc nécessairement (c.f. FiG. 2.18) UM = U~ et UP = U™.

A
U =UMU' =UP

Wio xi0+1/2 Wio+1

FIGURE 2.18 — Etat stationnaire mixte a vitesse nulle

Sur I'exemple de la figure 2.18, on applique le schéma avec la matrice & profil stationnaire pour
les mailles & surface libre et celles en charge. Comme le schéma préserve 1’équilibre discret a
surface libre et en charge, alors, en appliquant ce qui précéde, il maintient les états stationnaires
mixtes a vitesse nulle.

2.2.7 Quelques simulations numériques en écoulement mixte et dépression

Le schéma numérique, basé sur la matrice standard, a été numériquement validé a l’issue de
plusieurs cas tests proposés par EDF-CIH pour pour les écoulements en charge et a surface libre
en conduite fermée & section uniforme avec terme de pente par Bourdarias et al. [18, 19]. En
particulier, le cas test de Wiggert [105] (repris par plusieurs auteurs [6, 51, 104]) est reproduit
avec succes pour la validation du modéle mixte.

En I'absence de données expérimentales pour une conduite & section variable, on s’est contenté
d’illustrer un exemple de coup de bélier afin de mettre en évidence la capacité a capter les
dépressions.

En notant Dy le diamétre amont des conduites, fixé a 1 m, on considére (c.f. F1G. 2.19) une :
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e conduite a section convergente de diamétre aval D = 0.6 m,

e conduite & section uniforme de diamétre aval D = 1 m,

e conduite & section divergente de diamétre aval D = 1.4 m.
de 100 m de long et dont la pente de l'axe principal (axe de symétrie) est nulle a laltitude
ZO =1m.
L’état initial est un stationnaire & vitesse nulle (i.e. @ = 0) et a surface libre (c.f. F1G. 2.19).
La hauteur d’eau a 'amont est pilotée de fagon & provoquer un passage en charge suivi d’'une onde
de surpression se propageant de 'amont vers I’aval (c.f. hydrographe amont FiG. 2.20). Le débit
a l'aval est maintenu constant durant toute la simulation (par exemple, vanne fermée), 'onde
est réfléchie et crée un coup de bélier (c.f. hydrographe aval F1G. 2.20). Durant ce processus, il
pourrait se former sous les effets dynamique de ’écoulement une poche d’air qui s’évapore ou
se condense créant ainsi une chute de la vitesse d’onde en charge. Puisque le modéle PFS ne
prend pas en compte ce phénomeéne, la vitesse d’onde en charge c¢ est supposée constante. Apreés
la surpression vient une onde de dépression. Il s’agit dans ces simulations d’illustrer que le code
numérique capte ces dépressions.
Les constantes du schéma sont :

Manning : 0.012,
Nombre de mailles : 100,
Delta x (m) N
Coefficient de CFL o 0.8,
Durée de la simulation (s) : 100.

On rappelle que le niveau 0 est donné en fonction de ’axe principal de la conduite et la hauteur
piezométrique est définie par Z + p :

S

A-S
p=2R+c si I’écoulement est en charge,
p = h si 'écoulement est & surface libre.

On rappelle que, comme il a été souligné dans [17] ou dans [96], la vitesse du son en charge
est sensible a la quantité d’air piégé dans 'eau : 1400 m/s pour 'eau pure, 600 m/s pour une
concentration d’air de 0.1% en volume, 300 m /s pour une concentration de 0.45%. Dans la suite,
on fixe la vitesse d’onde en charge a ¢ =20 m/s.

A la figure 2.21, on trace le débit et la hauteur piezométrique au point z = 50 m en super-
posant les résultats pour les trois conduites. Le profil de chacune de ces courbes est déphasé et
d’amplitude différente. On s’attend, en effet, & observer un saut de pression et débit, en amont
de la conduite, plus grand dans les zones de fort rétrécissement (conduite & section convergente)
que dans les deux autres. On observe aussi que (c.f. F1G. 2.21), compte tenu de la géométrie de
la conduite a section convergente, I’amplitude de I'onde de surpression crée, 'onde de dépression
est localisé en premier lieu par rapport aux autres conduites. En effet, approximativement, pour
la conduite & section

e convergente, la dépression est localisée au temps t ~ 19.117 s (c.f. F1G. 2.22),

e uniforme, la dépression est localisée au temps t ~ 24.075 s (c.f. F1G. 2.23),

e convergente, la dépression est localisée au temps ¢ ~ 28.395.117 s (c.f. F1G. 2.24).

Pour déterminer ces temps de premiére apparition de la dépression on a utilisé, I'indicateur 3

(voir Remarque 2.2.5 et FIG. 2.8). En dépit du manque de données expérimentales, les résultats
reproduisent, au moins qualitativement, un écoulement « réel ».
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FIGURE 2.19 — Etat stationnaire au temps ¢ = 0 s pour une conduite & section convergente,
uniforme et divergente
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FIGURE 2.20 — Conditions aux limites
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FIGURE 2.21 — Hauteur piezométrique et débit au point x = 50 m
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FIGURE 2.22 — Localisation en temps et en espace de la premiére zone de dépression : approxi-
mativement au temps t = 19.117 s pour la conduite a section convergente
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FIGURE 2.23 — Localisation en temps et en espace de la premiére zone de dépression : approxi-
mativement au temps ¢ = 24.075 s pour la conduite & section uniforme
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FIGURE 2.24 — Localisation en temps et en espace de la premiére zone de dépression : approxi-
mativement au temps t = 28.395 s pour la conduite a section divergente

2.2.8 Remarques générales concernant ’approximation numérique par le sol-
veur VFRoe

On a proposé un schéma Volumes Finis basé sur un solveur VFRoe pour discrétiser les
équations PFS en décentrant les termes sources aux interfaces y compris le terme de friction.

Pour traiter les points de transition, on a généralisé ’approche de « 'onde fantome » a des
termes sources complexes dépendant de termes de géométries et de I'inconnue.

On a également montré que ce schéma avec une approximation standard ne préserve pas les
états d’équilibres. Cependant, pour un écoulement en charge, on montre que la vitesse d’onde
joue le role d'un stabilisateur pour maintenir la solution stationnaire & vitesse nulle. En toute
généralité, on a proposé une nouvelle matrice pour préserver les états équilibres au repos quelque
soit le type d’écoulement, la géométrie et la pente. En particulier, si transition il y a, alors cette
nouvelle approche permet également de préserver les stationnaires mixtes a vitesse nulle. On a
appelé cette matrice matrice a profil stationnaire car elle est déduite de la représentation discréte
d’un équilibre & vitesse nulle.

Le schéma présente, cependant, quelques limites. En effet, les ondes stationnaires issues du
décentrement des termes sources aux interfaces, introduit un dénominateur qui ne permet pas
de traiter les points critiques u =~ ¢. C’est un probléme bien connu pour ce type de technique.
Qui plus est, dans sa forme actuelle, le schéma ne permet pas de traiter les zones d’écoulements
sur fond sec et asséchement.

Cependant, on pourrait introduire une fonction « cut-off » afin d’éviter les divisions par 0,
mais cette approche entrainerait une non-conservativité de la masse (perte de masse d’eau). Une
autre maniére serait d’effectuer un changement de variables dans les équations PFS suivant
[50]. Néanmoins, on préfére les solveurs cinétiques, qui & U'instar des solveurs VFRoe, traitent
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naturellement les zones & problémes : fond sec, asséchement, points critiques. Par ailleurs, aucun
changement de variables n’est nécessaire dans les équations PFS. C’est 'objet de la Section 2.3
suivante.

2.3 Approximation du flux numérique par une méthode cinétique

Dans cette section, on rappelle le principe du solveur cinétique avec réflexion introduit par
Perthame et al. [88] que 'on applique aux équations PFS. La motivation de l'utilisation et de
I’adaptation d’un tel schéma réside dans sa simplicité d’écriture. C’est de plus une méthode
élégante de par son interprétation cinétique qui introduit la notion de barriére de potentiel
liée a la conservation de I’énergie mécanique d’une particule fictive. Qui plus est, les propriétés
théoriques telles que la monotonie, la conservation de la masse, I'inégalité d’entropie (dans un
cadre simple), et les états d’équilibres (dans un cadre simple) sont traduites trés simplement
numeériquement. Il est clair que le cadre considéré dans [88] est relativement aisé puisque le seul
terme source est un terme de topographie. La complexité des termes sources des équations de
PFS est également une motivation en vue d’appliquer un tel schéma de maniére & préserver
les propriétés du modéle continu. Ce travail est une généralisation du schéma cinétique avec
réflexion de [88]. On remplace le terme classique de topographie par un terme qu’on appelle
pseudo-topographie qui regroupe tous les termes sources sans la friction. Ce dernier sera pris en
compte a posteriori dans le modéle mais pas dans le schéma (elle sera incluse dans le terme de
barriére de potentiel). Par ailleurs, on développe un suivi d’interface a I’échelle cinétique, suivant
I’approche « ondes fantomes » développé en Section 2.2.3. Le schéma numérique est alors appelé
« Full Kinetic Approach » et noté FKA.

2.3.1 Principe du solveur cinétique

Suivant l'idée de Perthame et al. [88], on introduit une fonction réelle y définie sur R qui
satisfait les propriétés suivantes :

=
£
I
=
|
£
\%

0, / X(w)dw = 1,/ wix(w)dw =1. (2.54)
R R
On définit ensuite une densité de particules M, appelé équilibre de Gibbs :

Mtz 8) = ffﬁ’ffx (5 &Z(i’)x)) (2.55)

ot A est la variable mixte (introduite au Chapitre 1 par (1.89)), E est la variable d’état (égale
a 1 si I’écoulement est en charge, 0 sinon) et b est donné par :

i \/g W cos B(x) si B(t,z) =0,

blt,) = Li(z,S(x))
IA, x)

cosf(x)+c? st E(t,x) = 1.

En vertu des éléments ci-dessus, on définit la formulation cinétique des équations PFS par :

Théoréme 2.3.1 (Formulation cinétique des équations PFS). (A4, Q) est une solution forte du
systeme PFS si et seulement si M satisfait [’équation de transport cinétique :

HM + & -0, M — gd M = K(t,,€) (2.56)
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ot K(t,x,§) est un terme de collision qui vérifie pour presque tout (t,x)

/K(t,x,{)d§:0, /§K(t,x,§)d§:0.
R R

Les termes sources sont regroupés dans un terme, ¢, qu’on appelle pseudo-topographie :

o(x, A, W)= B(x, A, W) -0, W (2.57)
ol
W= (Z, S, cosf) (2.58)
. 2/(A-S S 0
17 _C_ - _ ’Y(xa )COS ’ E(.%'7‘\9)) Si E _ 17
_ g AS A
B= v(z, A) cos 0 (2.59)
1, ———— E(m,A)) si £E=0
A
o ds .
avec Is(x, S) écrit sous la forme ~(x, S)% pour une fonction v (c.f. Remarque 2.2.1).
Preuve du Théoréme 2.3.1 :
La preuve de ce théoréme est basée sur les relations macro-microscopique :
Alta) = [ M) de. (2.60)
R
Qlta) = [ EM(t.n.) e, (261)
Q(t, x)? 2 2
Alt,z) R m
Remarque 2.3.1. Dans certaines configurations géométriques, on montre aussi que la propriété

/R£2Kd£<0

est satisfaite. D’un point de vue macroscopique, cela signifie qu’il existe une inégalité d’entropie.
En effet, lorsque c’est le cas, il suffit de multiplier I’équation (2.56) par €2 et d’intégrer en € € R.

Un des intéréts majeurs de l'utilisation de la formulation cinétique est le suivant :

le systéme non linéaire PFS est remplacé par une famille d’équation de transport
linéaire (2.56) sur une quantité M dépendant, de maniére non linéaire, des variables
d’états du modéle PFS. On peut alors appliquer a chaque équation de transport, un
schéma numérique Volumes Finis tres simple. La variable (A, Q) des équations PFS
est alors obtenu par calculs des moments (2.60) et (2.61).

La notion de « bonnes » propriétés correspond & la monotonie, I'inégalité d’entropie et le maintien
des états d’équilibres. Les propriétés numériques du schéma que 'on va décrire sont étroitement
liées au choix de la fonction y. De plus, une distinction est nécessaire selon la complexité du
domaine (section circulaire, rectangulaire, . ..) et du type d’écoulement (surface libre et charge).
On définit les ensembles

m:{x<w>:x<—w>>o,/

R

X(w)dw = 1,/

szx(w)dw = 1}

' o — {M > 0; [ My = A, [ EMiee - Q}.
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2.3.1.1 Caractérisation de la fonction y pour le modéle en charge

On considére dans cette section, le modéle complétement en charge (i.e. E = 1). Dans le cas
d’une conduite axisymétrique, le terme relatif & la courbure, z, est nul. Ces équations sont donc :

KA +0,Q = 0,

’ d 2 2.63
OrQ + Oz <% + c2A> = —gA% (Z — %ln(5)> (2.63)

Pour lentropie mathématique (qu’on a déja rencontrée dans la démonstration du Théoréme
1.4.1)

2
Een = QQ_A +c2AIn(A/S) + gAZ, (2.64)

on a l'inégalité suivante :

Oen + Ox ((Ecn + 2 Au) < 0.
Par rapport aux notations introduites dans le Théoréme 2.3.1,
d ? dZ
=—|(Z——In(S) | = —.
¢ dz < g a( )> dx

On justifie alors 'appellation d’équilibre de Gibbs pour M, pour un écoulement en charge, par
la proposition suivante :

Théoréme 2.3.2.

1. Le probléme de minimisation ?HSIJII Je(f) avec
€

2 ~
T = [ SO + RO + E1(€) n(ev2m) + 92 1) de

est réalisé pour M tel que

x(w) = \/;—ﬂ exp <_;U2> - (2.65)

2. Le minimum de [’énergie satisfait
je(M) = gch(A, Q)
st A, Q sont solutions du systéme (2.63) et Eq est défini par (2.64).
3. L’équilibre de Gibbs M est toujours solution de [’équation stationnaire :

€ e M — gpOeM = 0. (2.66)

Remarque 2.3.2. Lorsque l’on prend en compte le terme de friction, on ne sait pas déterminer
une telle fonction x (si elle existe) a cause de la dépendance en x et en A. On verra que le
probléeme est similaire pour un écoulement a surface libre dans un domaine a section variable.

Preuve du Théoréme 2.3.2 :
On vérifie facilement que f = M est solution du probléme de minimisation. Pour cela, il suffit
de minimiser la fonctionnelle

o [ & 2
) = [ SO+ ms) de
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On introduit les multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes intégrales A et p et la
fonctionnelle :

2
Jot (€)= S+ EFIn(f) = A — €uf.

On écrit ensuite les équations d’Euler-Lagrange associées & cette fonctionnelle :

2
%—FCan(f)—FCZ—)\—f/L:O.
On obtient alors f sous la forme
2\ + 26p — &2
f(&) = exp <—1 + —Qiéb < > : (2.67)

En utilisant les contraintes intégrales (2.60) et (2.61), on a :

[ 56 de = A= cvErexy (—1 (M))

2 c?

/R£f(£) dé = Au = p {c@exp (—% (W)) } .

; A ) A 1 u?

=uet - =In|—— - —.
: c? V21 2c2

En injectant A et p dans (2.67), on obtient

o= (52

On en tire

C
avec

(w) 1 —w?

w) = ex .

X o P\

La stricte convexité de la fonctionnelle J2(f) assure I'unicité du minimum. On le note M. Ceci
achéve la premiére partie du théoréme.

Le point 2 du théoréme est obtenu par un simple calcul en utilisant les relations (2.60) et (2.61).

Etant donné M qui minimise 7., on montre qu’il est aussi solution de I’équation stationnaire
suivante :

£, M — g0, ZOeM = 0.

C

En exploitant les données 9, M = amAX <£>, OeM = %X/ <§> et en notant w = £/¢, on
obtient : ‘ A ‘ ‘
w0y Ax(w) = 99,2 —x'(w) = 0.
Cette équation stationnaire correspond a 1’état d’équilibre macroscopique :
P In(A) + gZ = cte.
Ecrivant que g@mZ = —c?0,(In A), on aboutit a 1’équation différentielle ordinaire :
wx (w) + x'(w) =0

dont la solution est exactement la fonction y qui permet de définir I’équilibre de Gibbs obtenu
au point 1. -



2.8. Approximation du flur numérique par une méthode cinétique 87

2.3.1.2 Caractérisation de la fonction y pour le modéle a surface libre

Dans cette section, on considére le modeéle complétement a surface libre (i.e. £ = 0). On
rappelle ces équations :

OA+0.Q = 0,
dZ d (2.68)

Q* - _
atQ+(9x<A + Ii(x,A)cosf )] = —gA = —i—glg(:c,A)cosH—gAzdx cos

avec I; et I définis, respectivement, par (1.48) et (1.49). Pour l’entropie mathématique (qu’'on
a déja rencontrée dans la démonstration du Théoréme 1.4.1) :

2

gs (A7 Q) - ﬂ

+ gAZ(x, A) cos 0 + gAZ, (2.69)
on a l'inégalité suivante :
s + Ox ((Est + g1 (w, A) cos O)u) < 0.

Par rapport aux notations introduites dans le Théoréme 2.3.1,

dZ ~y(z,A)cosOdS _ d
=" A)— .
. 1 i Z(z, )dx cos

Dans un écoulement & surface libre, on sait justifier I’appellation d’équilibre de Gibbs que dans le
cas d’une conduite rectangulaire & section uniforme et & pente constante, comme dans Perthame
et al. [88] :

Théoréme 2.3.3.

1. Le probléme de minimisation Jrcmg% Te(f) avec
€

b2

9 2
= [ $10+3 () 1O +atn—2m)cos0-+ 2)de

est réalisé pour M tel que

(1) iy

3=

x(w) =

2 2

w w
o (1 —— est la partie positive de 1 — —.
4/, 4

2. Le minimum de [’énergie satisfait
je(M) = gsl(A, Q)

st A, Q sont solutions du systéeme (2.68) et Eq est défini par (2.69).

3. L’équilibre de Gibbs M est toujours solution de [’équation stationnaire :
£ 0 M —gp0: M = 0. (2.71)

Remarque 2.3.3. Avec le terme de friction, on ne sait pas déterminer (si elle existe), une
fonction x telles que les propriétés du théoréme précédent soient encore vraies.
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Preuve du Théoréme 2.3.3 :
Dans le cas d’une conduite uniforme rectangulaire & pente constante, les termes I5 et Zz dispa-

raissent du fait que i 0 et e cos @ = 0. De plus, I1 = I;(A) dépend seulement de la variable
N € €

On vérifie facilement que f = M est solution du probléme de minimisation. Pour cela, il suffit
de minimiser la fonctionnelle :

2 b2\ 2
a2 = [ Sro+3 () fera

Comme dans la démonstration du Théoréme 2.3.2, on introduit les équations d’Euler-Lagrange
associées :

2 b2\ 2
Sa2 () 1€ =rven

ol A et p sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes intégrales. On obtient
alors f sous la forme

1O = s (A +¢ 52)1/2 (272)
= s p= L :
En utilisant les contraintes intégrales, on a
A(p? +2))
= A = -
JRGL: o
et A( ) N
pue+ 2
= Au = —— 5.
[ es©rde = = { AL
On en tire )
,u:uet)\:2b2—%.

En injectant A et p dans (2.72), on obtient

avec
1 w? 1/2
x(w) = — <1 - Z) )
g +
La stricte convexité de la fonctionnelle J2(f) assure I'unicité du minimum. On le note M. Ceci
achéve la premiére partie du théoréme.

Le point 2 du théoréme est obtenu par un simple calcul en utilisant les relations (2.60) et (2.61).

Etant donné 1'équilibre de Gibbs, on montre qu’il est aussi solution de I’équation stationnaire
suivante :

§0 M — O M = 0.
Un simple calcul permet d’obtenir :

371 — A A2 GAP-LT\ ,,
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2
En exploitant les caractéristiques de la conduite rectangulaire de base T', on écrit [y = — et

2T
donc

3ThHL—A? T A? A - LT T
— ==, — =2T et ——— = —.
21 2 I 21 2
La solution de cette équation est donc :

1 w? 1/2
x(w) = - <1 - Z) .
* |

Pour toutes les conduites non rectangulaires uniformes, on se sait pas montrer de telles propriétés
pour une fonction y particuliére. En effet, si il en existait une alors y serait solution de I’équation

stationnaire :

€ 0pM — gpOeM = 0. (2.74)

Or, une telle solution est nécessairement celle relative & une conduite rectangulaire uniforme avec
pente constante.
En effet, soit x € Y et M € 9 défini par y. On suppose que M satisfait I’équation stationnaire :

€0, M — gpde M = 0

ou de maniére équivalente, en posant w = £/b :

Oy (Ab? ,
wedy (%) x(w) + <% - wQ%&Bb) X (w) =0 (2.75)

Puisque la fonction y = x(&) cherchée doit dépendre seulement de £, on écrit :

B A 9 A , A, O (AbQ)
et I’équation stationnaire au niveau macroscopique permet d’exprimer
—0yZ = Oy(hcosb).
On a
gcosf I gcos6 I I d
=— 1-T-— (L — T —_— 2.
Oyb T 8xh< A2>+ 5 4D <2 SA +g2Abdxcosé?, (2.76)
A 3TH — A AL+LT  Afcos
- | = — & 2.
baﬂg(b) Oaht 25 20 2 cosf ’ 2.77)
A A? I, Lcosh
¢y =0;h+ A =+ & 2.78
(bb? I + <Il + cos 6 ( )
ou
h
T = / Oz0dz,, (2.79)
—R
0, A=To:h+%,, (2.80)

0,11 = Adyh + I, (2.81)
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En utilisant les égalités (2.76)—(2.81), I'équation stationnaire devient :

3TI — A? A2 A2-nLT L)\
Al + 11 T I 1 /A, —% 2 /
A= 2= 72 2.83
+< 3L, )wx(w)+< "3 T w? ) X' (w) (2.83)
d d . d . 2
< cosf w 2 cos L cosOw
A dx hatt dx _ dz [ / 2.84
+ < cosf 2 (w)+< cos 6 cos 6 2))((11))) (284)
=0

ou les équations (2.83) et (2.84) correspondent aux variations de section et de pente.
Il est maintenant trés clair qu'une fonction x € U ne peut étre solution de cette équation. Si on
suppose que

d

%0059 =0,

—=0=>T=1,=0,

dx

alors elle est réduite a
3TI — A? A2 JA2-LT
el - _ - - =0. 2.
o7, wy(w) + { T w 57, X (w) =0 (2.85)

Donc, une fonction x € U est solution de cette équation si et seulement si les coefficients suivants

3T — A% A? A2 -NLT :

————, —, et ——————. Ce n’est le cas que lorsque la conduite est
26 I 21

rectangulaire uniforme.

sont constants :
[ |

2.3.2 Solveur cinétique dans le cadre d’un écoulement sans point de transi-
tion

On rappelle les notations suivantes :
on considére un maillage spatial formé de N intervalles, m; = (x;_; /2Tt /2) de longueur Az =

Ti_1/2 T T
w de sorte que si L est la longueur

Tip1/2 —Ti—1y2 = hiy 1 <4< N, de centre z; =
de I'axe principal, on a z1/5 =0 et 412 = L.
Soit (tn)1<n<nma, une suite croissante tel que to = 0 et (At")1<n<nme. = (Ent1 — tn)i<n<nomas
le pas de temps.
Al
Q7
tion de la valeur moyenne de la solution exacte U(x,t,) sur la maille m,.
Les valeurs aux frontiéres amont et aval sont associés a deux mailles fictives numérotées respec-
tivement 0 et IV 4 1 et aux vecteurs colonnes Uy et Uy, .
On considére une représentation continue par morceaux pour les termes sources (2.57) définie
par (2.58) et (2.59), i.e.

Les inconnues discrétes sont les vecteurs U;" = < >, 1 <i< N, 1< n < Nypge approxima-

W(t,z) = W;(t) 1y, ()
1

avec W, (t) = A_/ W dz par exemple.
T o,
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Dans un premier temps, en remplacant W par W et en négligeant le terme de collision K,
I'équation de transport (2.56) pour la donnée initiale f(t,,x, &) = M(ty, x,§), s’écrit sur la maille
my et pour t, <t <tpy1:

0 0
af +&- %f =0,
(2.86)

ftn, 2, 8) = M(tn, x,€)

car les termes sources sont constants par mailles. La discrétisation de cette équation est donnée
par :

A n
FIHHE) = MP(E) +€ 5 (M,

ou la contribution des termes sources est prise en compte aux interfaces et sont exprimés dans

le flux numérique microscopique ./\/liijEl /2 (défini en Section 2.3.2.1).

En prenant le premier et deuxiéme moment de cette équation, en notant :
1
Ut = ( A?L )
n
7 Qz

A;Hrl — /Rfl?wl d£ et Q;%Ll — /Rgflnﬂ d&,

on obtient un schéma Volumes Finis

(&) — M1 (9) (2.87)

i1
i+3 =5

avec

AL
UMt =U? + —— (F

o —~F" ) (2.88)

it+i i—1
ou le flux numérique est donnée par :

Fi% = /R < 52 > Mi%(@ dg, (2.89)

le flux numérique microscopique étant défini a la Section 2.3.2.1.

Remarque 2.3.4. Notre objectif étant de calculer les quantités macroscopiques A et Q, on peut
effectivement négliger le terme de collision K et considérer f au lieu de M dans les équations
précédentes. En effet, les deux premiers moments de K étant nuls et comme on résout pour chaque
pas de temps le probléme (2.86) pour la donnée initiale I’équilibre de Gibbs, on calcule toutes les
collisions en une seule fois sans avoir recours a [’expression de K.

Remarque 2.3.5. Le schéma Volumes Finis est soumis a une condition CFL comme dans la
Section 2.2.] et le suivi de [’état d’une maille est établi par ’algorithme présenté a la Section
2.2.4. En particulier, le suivi d’interface est traité a la Section 2.3.3.

2.3.2.1 Calcul du flux numérique microscopique

Pour calculer les quantités microscopiques aux interfaces, on suit les trajectoires des particules

par une méthode des caractéristiques associée a I’équation de transport (2.56). Soit s € (ty,, tn41)

et ¢ 'indice d’une maille interne. Les courbes caractéristiques Z(s) et X (s) associées a 1’équation
(2.56) :

d=

ds

dX

ds

= —99(s, X(s)) := —gB(s, A(s, X(5)), W(X(s))) - 0 W(X(s)) (2.90)

|
(1]

(s) (2.91)
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92

pour la donnée finale :
{ (2.92)

qui dépendra du signe de €.
Pour des données régulieres, en multipliant 'équation (2.90) par = et en utilisant (2.91), on
d

—9B(s, A(s, X(5)), W(X(s))) - = W(X(s)),

obtient :
_d=2d=

T dX ds
EZ

, le long de la trajectoire :

ce qui permet de suivre la variation de I’énergie cinétique,

=(s 2 s
% <# +9 | Bl A®X(©), WD) %W(X(t)) dt> =0. (2.93)

Remarque 2.3.6. En particulier, dans le cas d’une conduite uniforme de pente constante, W
est réduit a Z et ’équation précédente correspond a la conservation de [’énergie mécanique des

ds \ 2

particules :
d (Z(s)?
Z(X =0.
& (B v azo)

En particulier, la quantité (2.93) étant conservée, on a :

2 2 tnil
S-5t=e [ BrAnxm) W) G
ot & = E(tn), &i+1 = E(tnt1). y
En l'occurrence, en posant U(t) = Vgg));((tt)))) ) et B(t, X(t) = < B(t,(zl(t)) >, on écrit

I’égalité précédente comme suit :
d

& ) 1
Si _ Sl _ X)) . < .
s - t=e [ e x) Gua

En utilisant la définition d’un produit non-conservatif (c.f. Annexe A Théoréme A.0.1) et en

notant p la mesure non-conservative, il vient :

€50 uttia)

9 9 = gH ny n411/"

En supposant, par exemple, que §; > 0, il existe 5 tel que X(5) = 7,41/ (via I'équation (2.97))
avec tiﬂ la limite & droite). En d’autre

et W soit nulle pour tout ¢, < s < set § <s < AN (

terme, suivant ’Annexe A, on en tire :
(2.94)

g &
5T Ty T gﬂ({$i+1/2})

En notant, u({z;1/2}) = A¢?+1/25i+1/2 (noté simplement A¢; /o dans la suite) ot &; 11/ est
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la masse de Dirac localisée au point x;1/9, on a plus précisement :
1.2
c® [ Wy(s) — \I’S(s)>
Ar — 5], / — <— ds
[ ]z+1/2 [ ]z+1/2 0 9 \IIA(S) g S)

"(s S cosO\S .
- [S]i_u/z /0 1l ’\I/S\I(/j()j o(5) ds si B =1,

Hleostl o [ 26, s(s))ds
Adiy1) = 0 (2.95)

1 S S
[Z]i+1/2 - [A]i+1/2 /0 7(%(AS()))(‘I’cos9(<‘>’))d<‘>’

(

si £'=0

1
+ [cos 0], 1o /0 Z(s,Wa(s))ds

oit [O] = Ojp1 — O; est le saut de la quantité O en @ = 419 et s € [0,1] — Vp(s) =
U(s;0;,0;41) est un chemin régulier (au sens de la définition de Annexe A Définition A.0.1)
reliant O; a O;41 a travers 'interface v = x; 4 /2-

Remarque 2.3.7. En pratique,
e on choisit les « straight line path » : ce sont les chemins de la forme :

\Ilo(s) = 5011 + (1 - S)OZ

e toutes les intégrales ci-dessus sont approchées par la méthode de quadrature du point milieu.
e dans le cas d’une conduite uniforme a pente constante, on retrouve le décentrement classique
du terme source sous la forme :

A¢i+1/2 = [Z]i+1/2'

D’autre part, le terme source ¢ étant nul sur la maille ouverte m;, les droites caractéristiques
des équations (2.90)-(2.91) sur m; X (tn,tp4+1) pour la donnée finale,

E(tn-f—l) - §i7
{ X(tny1) = g1 (2.96)
sont :
E(s) =& et X(s) = &i(s — tny1) + Tig1)2 (2.97)

Les trajectoires dans le plan (X,Z) sont donc aussi discontinues (en général) et formées de
segments paralléles a 'axe des z (c.f. F1G. 2.25).

Le terme A¢; /o est appelé barriere de potentiel. Selon la vitesse cinétique d’une particule £
et grace a l’équation (2.94), on distingue trois cas admissible (c.f. F1G. 2.25). Plus précisément,
on prend en compte toutes les particules aboutissant au point (uvl._le /2,tn+1) en vue de définir
le flux microscopique en amont de U'interface x; /5. Il y a donc trois cas de figure selon si la
particule a été réfléchie par la barriére de potentiel, si la particule provient en amont, ou en aval
de l'interface.

- Le premier cas a prendre en compte est celui de la transmission dite positive. Elle correspond

au cas d’une particule qui se situe, au temps t,,, en amont de I'interface T /2 et se déplace
avec une vitesse cinétique & > 0. La particule aboutit au point (33;_1 /2 tny1) avec la vitesse

§i- Le flux microscopique M, /2(&) dépend alors de M7 ().
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Réflexion & Transmission

A z
---------------------------------- >
S Zit1
Zi
>
A=
D ......... D

VA1
» T

— /A9, /
VA 12 & - 4

T — —— Réflexion
v Transmission positive
———— Transmission négative
- | Zone de réflexion
y \\
VAit12 \\
Ry
tn L A > T
Tit1/2 i
mre) T M

FIGURE 2.25 — Barriére de potentiel : transmission et réflexion de particules
En haut : configuration dans le plan (z, 2)
Au milieu : trajectoire de la solution caractéristique dans le plan (X, Z)
En bas : trajectoire de la solution caractéristique dans le plan (X, t)

- Si une particule provient en amont de 'interface avec une vitesse & > 0 telle que 51-2 —
29A¢; 4172 < 0 alors elle est réfléchie. Cela signifie qu’elle ne possede pas assez d’énergie
cinétique pour traverser la barriére Ag; /5. La particule aboutit au point (33;_1 /Q,tn+1)
avec la vitesse —¢&; < 0 aprés avoir été réfléchie par la barriére. D’autre part, la condition
512 — 29A¢;41/5 < 0 signifie que la pente §; de la droite X (2.97) ne peut pas excéder

\/ 298¢ 412 (c.f. F1G. 2.25 (figure du bas)). Par suite, le flux 'Mz'_+1/2(§i) est donc donné
par Mi'(=&;).

Le dernier cas correspond au cas de la transmission dite négative. C’est la situation d’une
particule qui provient en aval de l'interface avec une vitesse & < 0 et qui traverse la

barriére (sinon elle est réfléchie et prise en compte dans le flux M;_l /2). Sa vitesse au

temps t,41 est &1 = —\/51-2 — 29Ag;11/2 (obtenue & partir de la relation de saut (2.94))

avec 512 = 29A¢; 172 > 0. Le signe « — » traduit le fait que la particule effectue un
déplacement de la droite vers la gauche, donc la vitesse est bien négative. La contrainte
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sur la pente de la droite X est donnée par §; > —/29Ad; /2. Le flux est donc défini par
M (i) = ME <—\/§i2 - 29A¢i+1/2> pour les particules tel que &2 — 29A¢;11/2 > 0.

En procédant a la méme analyse pour une particule aboutissant au point (x:rl /20 tn+1), o0 trouve
finalement :

transmission positive réflexion

i128) = LesopMi(€) +Nieco, 22900, ,<0}Mi (=€)
+ ]1{£<0,5272gA¢i+1/2>0}Mzn+1 <—\/§2 - 29A¢i+1/2)

transmission négative
(2.98)

transmission négative réflexion
~

M8 = TecpMia(€) + Tieso,e242080, 1 o <0} Miv1 (=€)
Lies0,6242900, 1 2>03 M’ <\/§2 + 29A¢z‘+1/2)

transmission positive

+

Remarque 2.3.8. On peut également voir ces flux comme fonction de

(§7Mi7Mi+1) '_>M:|: (§,M¢,M¢+1).

i+1/2

Remarque 2.3.9. La prise en compte de la friction a lieu au niveau du terme de pente

dZ(x)
ot

On le remplace, dans lerpression de A¢; /o dans les formules (2.98), par le terme de pente
dZ(t,x)
dx

approche est que, a ce jour, on me sait pas comment l’intégrer dans l’équation de conservation
de l’énergie mécanique. Pour valider numériquement notre approche, on consacre un paragraphe
entier & la Section 2.3.6, dans le cas test d’écoulement symétrique de la « double rupture de
barrage » .

dynamique que [’on note encore (2.17). On effectue ainsi un splitting. La raison de cette

2.3.2.2 Propriétés du schéma cinétique

Le schéma cinétique est donc complétement défini par le schéma Volumes Finis (2.88) ou le
flux numérique macroscopique est calculé par (2.89), i.e. a partir du flux numeérique microscopique
(2.98). Dans cette section, on va présenter les propriétés numériques associées a ce schéma. Elles
sont de deux types :

e celles qui sont propres au schéma (quelque soit x) : on parle de propriétés classiques.

e celles qui sont propres au choix de x : on parle de propriétés spécifiques.

Parmi les propriétés classiques, on a la conservation de A, condition de stabilité CFL (dés que x
est & support compact) et monotonie (si A) > 0 alors A” > 0), traitement des points de critiques
(u = ¢), des zones d’écoulements sur fond sec et d’asséchement, inégalité d’entropie discréte et
états stationnaires. Les propriétés spécifiques au choix de la fonction y sont : inégalité d’entropie
discréte et les états stationnaires.

Propriétés classique du schéma.
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Propriétés 2.3.1. Le schéma cinétique (2.88)-(2.89)-(2.98) satisfait les propriétés suivantes :
1. Conservation de A,

2. Soit x une fonction a support compact tel que Suppx = [—M, M]. Sous la condition CFL,
At" miax(|u?| + MDb}) < max hi,
le schéma cinétique conserve A positif, i.e.
AV > 0= A" >0.
3. Traitement naturel des écoulements sur fond sec et de l’asséchement.

Preuve de la Propriétés 2.3.1 :
1. La propriété de conservation de A est traduite par la continuité de ) a travers les interfaces
Tiy1/2- En notant la premiére composante du flux numérique (2.89) par (FA)Z.iH/2

(ko= [ EME, o) d€

on a immeédiatement :
+ o —

en effectuant le changement de variable w? = £2 — 2gAg, +1/2 dans (2.98).

2.[Adaptation de la preuve de Perthame et al. [88]|] Soit n un entier naturel. Supposons que

pour tout i, A7 > 0. Notons £+ = max(0,£¢) la partie positive ou négative d'un réel & et
At™
o= W Avec ces notations, on écrit, a partir de 1’équation (2.87), I'inégalité suivante :
max; n;

N = (1L=alghMP(©)
Tl | Lie22gn0,, 1 <0y M7 (=E)

Flie2i09n,_, p>03Mila <\/§2 + 29A¢i+1/2) )
+U§_ (1{52—29A¢i+1/2<0}M?(_§)
e agng, >0 M4 <—\/§2 - 29A¢¢+1/2-> )

La fonction x étant & support compact, on a

si € —ul| = Mb} alors MP(€) =0

et donc
FPHE) = 0si € —ul'| > MDY, Vi

vu comme une somme de terme non négatif.

Par suite, dés que M # 0, i.e. si | —u'| < MDY}, ou encore [£| < ‘uﬂ + MDb}, en utilisant la

fn+1
(]

condition de CFL o [£] < 1, on obtient que pour tout ¢, > 0 puisque il est combinaison

convexe de terme positif. Par la relation

A = /R ) de,
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on en déduit que : pour tout 7, A?Jrl > 0.

3. Dans la définition de M, le seul élément pouvant provoquer une division par 0, lorsque A

A (A
tend vers 0 est la fraction ) Cependant, b(t,x) étant de 'ordre de 11(4 ) ~p A quand
,
A — 0, on en déduit que
A A
b(t,x) 0
Ceci prouve que A peut s’annuler sans probléme. -

Propriétés spécifique du schéma cinétique associé au choix de Y.

On a vu aux Théorémes 2.3.2 et 2.3.3 que selon le type d’écoulement et la nature géométrique
de la conduite, qu’on sait justifier ou non 'appellation équilibre de Gibbs. Lorsque c’est le cas,
on a également vu que la fonction x satisfait 1’équation cinétique stationnaire (2.56). Dans ce
contexte, on a :

Propriétés 2.3.2. Le schéma cinétique (2.88)-(2.89)-(2.98) satisfait les propriétés suivantes :
1. il vérifie une inégalité d’entropie discréte,
A"
gt &l + Ar <77zn+1/2 - 77?71/2) <0
ot
Nit1)2 = /RfQM?ﬂ/z- (2.99)
2. il préserve tous les états stationnaires a vitesse nulle.

Preuve de la Propriétés 2.3.2 :
1.[Adaptation de la preuve de Perthame et al. [88]] Le troisiéme moment de I’équation (2.87)
donne : A

Te(fI) + Ar (77;‘1+1/2 - 77in—1/2> <0
oit J. est la fonctionnelle définie au Théoréme 2.3.2 ou 2.3.3, et 7,11/ donné par (2.99). En
utilisant le fait que I’équilibre de Gibbs M est le minimum de J. (c.f. Théoréme 2.3.2 et 2.3.3),
on en déduit :

M= JuMITH < Te(f).

D’ot le résultat escompté.

2.|Adaptation de la preuve de Perthame et al. [88]] Soit n un entier naturel. On suppose que
pour tout i, ui’ = 0 et que I’équation stationnaire macroscopique associée aux équations (2.63)
ou (2.68) (selon le cas) est satisfaite. D’un point de vue microscopique, il est suffisant de montrer
que
- At

VEER, My, 5(6) = M ,(6)
de sorte que f"th = M?, autrement dit AP = AT et u T = ul'.
D’apres la définition des flux microscopiques (2.98), il suffit de traiter le cas & > 0 (puisque £ < 0
présente la méme difficulté). On doit donc montrer que :

0= My, (€)= M o(©) = MO
_]1{62729A¢>¢,1/2<0}M?(—5)
_1{§2+29A¢i—1/2>0}M?71 <\/§2 + 29A¢i71/2) :
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e Dans le cas d'un écoulement en charge (2.63), et en prenant en compte u; = 0, la fonction

d’équilibre de Gibbs est donnée par :

1 A7 2
MG (&) = \/—2_7772 exp <—2§7> .

Le résultat lorsque & > 0 et &2 — 29A¢;_1/2 < 0 avec

2 S;
Ads 1/9 = Zis — Zi — 1 :
bi—1/2 +1 g n <Si—1>

est évident.
Lorsque €2 + 2gAd; /2 > 0, tirant parti de I'équation stationnaire associée aux équations
(2.63) :

AI(AY)S) + gZ; = (AT 1 /Si 1) + gZi_, ie.

29A¢; 4 /2
2c2 ’

A = A P <_C_2(Zi+1 - Zi)) = A yexp <—

on a :

ME(€) = Miy (/€ + 2086, 1)

1 n ¢ n &+ 29A¢;_1 2
Vors (Ai exp (—@> A} exp (— 5.2

2

&
_ eXp <_@> <An An exp < 29A¢2_1/2>>

2me 2c2

Dans le cas d’un écoulement & surface libre dans une conduite rectangulaire uniforme de
pente constante, la fonction d’équilibre de Gibbs est donnée par :

1An 2 1/2
M =255 (1= 5 )

I, (A)cos b H
A= (—R+h)T =HT et bzzwzggcosﬁ

ol R est le rayon, h la hauteur d’eau et T la largeur de la conduite. De méme que précé-
demment, le résultat lorsque € > 0 et &2 4+ 2gA¢; 4 /2 < 0 avec

avec

Adi1j2 = Zit1 — Z;

est évident.
Lorsque &2 + 29A¢;_1/2 > 0, on écrit :

\/52 +29A¢;_ 1/2)

1/2
B §2 12 AL - & +290¢; 12
Wy, T, WLy ),

i) -
f e e N\ e @422\
™™g ( Hf (1 B 29H) cosH)Jr RV <1 B 2gH] | cos® ) ’

+
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En utilisant I’équation stationnaire associée aux équations (2.68) :
gH;cosO0 + Z; = gH;cos0 + Z;, i.e.

Zi — Zifl — g CcoS H(Hl',l — HZ),

on obtient :

MG (&) = Mi, <\/§2 + 29A¢i—1/2)
B \/iT _ é.2 1/2
_W\/m<" H; ( _QgHi"cosé?>

+
52 + 29(Hi71 — Hz) cos 0 1/2
—JH (1 )=o.
! 2gH] | cos®

+
|

Remarque 2.3.10. On a vu que pour obtenir un équilibre de Gibbs, il fallait étre dans des
conditions particulieres comme un écoulement

e en charge quelque soit la géométrie, ou

e a surface libre dans une conduite rectangulaire uniforme avec pente constante.
D’autre part, dans la démonstration du point 2 de la Propriété 2.3.1, la stabilité du schéma est
obtenue grace a la compacité du support de la fonction x. En d’autre terme, I’équilibre de Gibbs,
pour le modele en charge, donnée par (2.65) ne peut étre utilisé numériquement.

Qui plus est, dans le cas général des équations complétes PFS, si il existe un tel équilibre
de Gibbs, on ne sait pas le calculer. C’est pourquoi dans la suite, on utilise une fonction x de
structure trés simple :

W) = —=1_ s 5 (2.100)
23 v

pour lequel une condition de stabilité est donnée par le point 2 de la Propriété 2.3.1, et dont les
intégrales sont simples a calculer. Les inconvénients de cette approche sont :

e on ne sait pas a priori si la propriété d’inégalité d’entropie discréte est satisfaite, et

e les états stationnaires ne sont en général jamais maintenus.
Pour palier la difficulté engendré par le deuxiéme item, on a mis au point un schéma numé-
rique bien équilibré (préservant tous les états stationnaires) au niveau macroscopique (2.88) (c.f.
Section 2.5.5). 1l est basé sur l’approche matrice & profil stationnaire développée pour le solveur
VFRoe (c.f. Section 2.2.6). Quant a linégalité d’entropie discrete, elle semble étre satisfaite nu-
mériquement. A ce jour, on a aucun critére théorique pouvant confirmer cela mathématiquement
(comme pour la justification de l’équilibre de Gibbs).

2.3.3 Traitement des points de transitions : approche FKA

La méthode des « ondes fantémes » exposée a la Section 2.2.3, bien que donnant des résultats
satisfaisants, a l'inconvénient d’introduire une rupture méthodologique par rapport au calcul
purement cinétique des flux aux interfaces qui ne sont pas des points de transition. On propose
ici une approche basée sur les caractéristiques cinétiques généralisées appliquée a I’équation de
transport (2.56), comme pour les relations (2.98).

On considére les deux cas génériques : état en charge se propageant vers l'aval (figure 2.26
ci-dessous) et état a surface libre se propageant vers I'aval. Il s’agit encore, dans les deux cas, de
déterminer les maxwelliennes M™ correspondant aux états UF de part et d’autre de la trajectoire
I' du point de transition supposée linéaire sur un pas de temps avec une vitesse w a définir de
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facon a satisfaire les relations de saut de Rankine-Hugoniot. La maxwellienne M™ est alors
utilisée a la place de M, dans 'évaluation des flux (suivant les formules (2.98), cas w > 0).

L’équation de transport (2.56) est écrite pour les seuls cas de transmission car on ne s’intéresse
qu’aux trajectoires qui rencontrent I'.

At
§=w
M= Mt
E>w L
\/52 + 2gA¢?+1/2.l,..---""".' E -
< CH SL ¢
M My, x

FIGURE 2.26 — Etat en charge se propageant vers 'aval

On obtient ainsi, au niveau microscopique :

VE>w, MU Teiagasr,, ,50) = M’;(\/,gz +29 A6} 5) Ligzszgagy,, 500 (2101)
et
VE <w, MT(E) = M (6). (2.102)
D’ot1, au niveau macroscopique les relations :
e _
/ < ¢ >M (©) Liez 29 a07,, 50148
w (2.103)

+00 1 ; .
= / < ¢ > M; (\/52 + 29A¢i+1/2) 1{§2+29A¢>?+1/2>0}d£

w

[ ()Mo= [ (¢) Mo (2,101

Il convient de remarquer que certaines des relations précédentes peuvent étre triviales car les
maxwelliennes sont en pratique choisies & support compact : le choix le plus simple, implémenté

et

dans les tests numériques et dans le logiciel FLOWMIX ! correspond a la fonction X = ﬁﬂ[f V33

qui donne a M(£) le support [u %+ ¢(A)v/3]. Ce phénomeéne peut se produire dans le cas d’'un
écoulement a surface libre se propageant vers 'aval (ou dans le cas symétrique d’un écoulement
en charge se propageant vers 'amont) pour les équations qui concernent la zone a surface libre
uniquement car il s’agit (aux termes correctifs de pente prés) de comparer, dans les équations

1. Logiciel développé pour EDF-CIH
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(2.103) la vitesse de propagation de l'interface avec u + ¢(A)vV/3 (qui est trés grand dans la zone
en charge).
Les équations (2.103) s’écrivent, en omettant l'indice n pour alléger les notations :

C(i__) (6" =) = C(AAZ) <\/522 ~29A0¢iq1/9 — \/722 — 2gA¢H1/2> (2.105)
L5607 = 5@ (2:106)

ou~vy ,d , v, 0; sont définis par :

7~ =max(w’,u” — ¢(A7)V3), 0 =max(w’,u” +c¢(A7)V3)

avec w’ = max(w, \/29 max (0, —Adp;1/2)) et

vi = max(w”, u; — ¢(4;)V3), & = max(w”, u; + ¢(4;)V3)

avec " = max(y fmax(0,w? + 29 AGE, 1 ), /29 max(0, Ady172)).

De méme, les équations (2.104) s’écrivent :

At A,
(A1) (7 —at) = c(A:rll) (Biv1 — @it1) (2.107)

AT A;
C(A+) ((5+)2 - (a+)2) = C(A;L:l) ( i2+1 - 0422+1) (2108)

ouat, BT, @it1, Pir1 sont définis par :

ot = min(w, vt — ¢(AT)V3), BT =min(w,u’ + c(AT)V3)
et
Qg1 = min(w, Uil — C(Ai+1)\/§), 52‘4_1 = min(w, Uj+1 + C(Ai+1)\/§).

Bien str, compte tenu de (2.107), (2.108) peut étre remplacé par

at + ,8+ = i1+ Bit1 (2109)

Les inconnues du probléme sont & nouveau w, A~, Q~, A+, QT (rappelons que seuls A~
et @~ sont utilisés par la suite). Compte tenu de la remarque faite plus haut, on a adopté la
procédure suivante :

Etat en charge se propageant vers ’aval :  on résout le systéme formé des équations
(2.20), (2.21), relations de saut de Rankine-Hugoniot, ainsi que des équations (2.105), (2.106)
et (2.107), privilégiant ainsi l'information provenant de la zone qui contient l'interface ;s
impliquée dans le calcul des flux.
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Etat a surface libre se propageant vers ’aval :  'expérience acquise grace au code FLOWMIX

montre que le systéme précédent convient dans tous les cas testés. Ne pouvant exclure de dis-

poser ainsi d’un systéme sous déterminé, on teste Iinégalité « critique » w' > u; + c(AZ-)\/g

en remplacant w par wpreq = M qui sert de valeur initiale dans la procédure de type
i+1 — A4

quasi-Newton utilisée pour la résolution du systéme. Si le résultat est positif, on utilise le systéme

formé des équations (2.20), (2.21),

U U =w " —u)

ou V est la charge totale définie par

u? A
\I’ZE—i—cln S +gH(S)cosO+gZ,

(comme dans I’approche de « I'onde fantéme »), complété par (2.107) et (2.108).

2.3.4 Traitement des conditions aux limites

On présente le cas des conditions limites amont (le cas aval étant obtenu de maniére symé-
trique). Il convient de distinguer deux cas : le cas d’un état amont identique a celui de la premiére
maille (pas de point de transition ou bien un point de transition sortant) et le cas d’un change-
ment d’état (point de transition entrant). Précisons que I’état amont est localisé juste a gauche
de l'interface {z = 0} et que le saut éventuel Agb’f/Q a travers cette interface est calculé sur la
premiére demi maille. La figure 2.27 ci-dessous est relative au premier cas. La maxwellienne My
est associée a I’état amont a déterminer, pour lequel, rappelons le, est déja connu soit le débit
équivalent SL @, soit l'aire équivalente SL soit une relation entre ces quantités (par exemple la
charge).

At
Mo

AR AdYy

point de transition
sortant

sY

0 M?

FIGURE 2.27 — Conditions aux limites : amont sans changement d’état

Premier cas : E ont = F1
On utilise 'information transmise par les caractéristiques cinétiques « sortantes ». On obtient
alors, au niveau macroscopique :

/so < ; ) Mo (£) d§ = /f:o ( é ) Mi(=, /€ =29 Agt,) dt, (2.110)

—0o0
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avec &y = —\/29 max (0, Agb’fﬂ). Ce qui s’écrit :

C(AAOO) (% =10) = 0(1?411) (\/7% +290¢12 - \/5% + 29A¢1/2> (2.111)
A A
c(AOo) (5 —20) = c(All) (67 =) (2.112)

ol Yo, 0o, Y1, 01 sont définis par :

~o = min(&o, ug — ¢(Ag)V/3), o = min(&o, up + c(Ag)V3)

et

vi =min(é1, w1 — ¢(A1)V3), 61 = min(&,ur + (A1) V3)

avec & = —\/Qg max(0, —A(b’f/Q).

L’équation (2.111) « moment partiel d’ordre zéro » est utilisée si Qo est imposé tandis que
I’équation (2.112) « moment partiel d’ordre un » est utilisée si A est imposé. Lorsque la charge
est imposée, c’est (2.112) qui a été retenue (pas de justification claire, en dehors de I'expérience). 11
convient toutefois de prendre en compte les cas ou ces équations ne fournissent pas d’information
ce qui se produit lorsque 71 = d; (en pratique, régime torrentiel entrant, lié éventuellement &
une forte pente descendante i.e. |;| grand) : on impose dans ce cas le régime critique. Le cas
d’un état torrentiel sortant, testé sur la premiére maille, est traité en imposant a priori Ag = Ay,

Qo = Q1.

Deuxiéme cas cas : Eunont # E1

Dans ce cas on applique en un premier temps la procédure utilisée au paragraphe 2.3.3 : I'état
gauche est I'état amont connu complétement au temps t,, I’état droit est celui de la premiére
maille et on détermine I'état U™ a gauche du point de transition. On applique enfin la méthode
mise en oeuvre dans le premier cas en remplacant MY par M~ (voir figure 2.28).

At
Mo

—/& — 29407

point de transition
entrant

2Y

0 M

FIGURE 2.28 — Conditions aux limites : amont avec changement d’état
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2.3.5 Construction d’un schéma bien équilibré

Dans cette section, on développe une méthode numérique bien équilibrée pour préserver tous
les états stationnaires. Cette approche est construite sur 'idée de la matrice & profil stationnaire
(c.f. Section 2.2. 6) Elle consiste a remplacer les états U;_1 et U; 1 par deux états, dit a profil
stationnaire, U _, et U, de sorte que si un état stationnaire se produit alors F, it1/2 F;:l /2=
0. D’autre part, on remplace aussi les termes sources Z;_1 et Z;;1 par des quantités thl et
Z;, | qu'on définis ultérieurement. Le terme Z, dans le cadre des équations PFS, représente

dZ
(x,Z,cos6,S) ou s est la pente dynamique (2.17).
x

A cet égard, on considére le schéma numérique suivant :

A" _ _
U;H_l Un—|— E (F (Un Az—}—l’QiJrl’ZiaZi—f—l) —F;%(A;’—_pQi*laU;’L,Z;‘i__l,Zi)>’ (2113)

les flux numériques sont donnés par :

P = /R ( 52 ) MG () de. (2.114)
ou
/\/l;r% = /\/l;r% (Ui, A1, Qiv1, Zis i 15 Agigy2)
et
Mi_% MJF ( i— DQZ hUZ,Zz 1’Z17A¢z+1/2)

pour lesquels on écrit explicitement la dépendance en Z.
On définit les états gauche A, | et droit A;r_l & partir de I'état stationnaire :

Vi, o S o 2.115
' { D(A;17Qi—17zi) - D(UZ‘_17Z2‘_1) ( )

ou D(U,Z) est la charge totale donnée par :

0? gH(A) + gZ si £ =0,
247\ @m <g> +gH(A) +gZ siE=1.

On définit le couple (Z,

1,2 ;) comme suit :

7~ Zz si Az_Jrl = Az

H_l ZfL'Jrl si A;+1 75 Az
(2.116)

i-1 = Zi—l si 1 7& A

Alors,

Théoréme 2.3.4. le schéma numérique (2.113)-(2.116) préserve tous les états d’équilibres dis-
crets.
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Preuve du Théoréme 2.3.4 :
Le flux numérique considéré est clairement consistant, i.e.

VU,Z, ¥y, (U U, Z,2) = Fj_l/Q(U, U,Z,7Z) =F(U)

ol F est le flux du modéle continu.

Supposons qu’il existe n tel que pour tout i :
Q? - Q07 D(U?a Zl) — h07

alors :

D(A; 1, Qiv1,Zi) = D(Ujy1,Ziy1) = ho, Vi

et en particulier, on a :

D(Aiy, Qiv1,Zi) = D(U;, Zy).

Pourvu que les états A; ; et A; soit proche, 'application A — D(A,Q, Z) est injective. Il en
résulte A, | = A; et donc Z;,, = Z; par définition (2.116). De la méme maniére, on aboutit a
Aztl =A; et Z;:l = Z,. Grace a la propriété de consistance du flux numérique, on a :
- - - + + + _
FH%(U?’UHD Zi,Zi14) — Fi_%(Ui—l’U?’ Z,,Z;) =0,
d'on UM = U
[ |

Remarque 2.3.11. Le schéma numérique présenté est valable pour tout flux numérique consis-
tant.

Dans le cas d’'un état stationnaire mixte, on applique alors le méme procédé que celui décrit
a la Section 2.2.6.3 pour un état stationnaire & vitesse nulle. En effet, un stationnaire mixte a
vitesse non nulle est caractérisé par une vitesse de transition constante en temps. Il suffit donc
d’imposer ’égalité des quantités a I'interface de transition.

2.3.6 Quelques simulations numériques

Dans cette section, on présente les résultats numeériques issues des articles [14, 15] et le cas
test de Wiggert [105] pour valider 'approche FKA. Par ailleurs, on compare cette méthode de
suivi d’interface avec celle des « ondes fantomes ».

2.3.6.1 Validation numérique du modéle en charge

La validation numérique du schéma cinétique en charge a été effectuée dans le cadre de
la simulation d’'un coup de bélier dans une conduite uniforme. Les résultats obtenus ont été
comparés avec ceux fournit par un code industriel EDF-CIH (c.f. Winckler [107]), résolvant les
équations d’Allievi (voir introduction Chapitre 1) par une méthode des caractéristiques. Ce code
appelé belier est spécialement congu pour traiter les coups de bélier.

Le schéma cinétique pour une conduite a section variable a été également validé dans le cas de
la simulation d’un coup de bélier. Les résultats obtenus sont en parfait accord avec la méthode
des tuyaux équivalents [1] (c.f. Annexe B).
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Cas test en conduite uniforme.

On présente quelques simulations numériques de coup de bélier en conduite uniforme. La
conduite est circulaire, de longueur 2000 m et de section 2 m?. L’épaisseur de la conduite est de
20 cm et le module de Young est de 2310° Pa (configuration réelle). La pente de la conduite est
de 5°, et laltitude a amont est 250 m. La vitesse d’onde en charge est ¢ = 1400 m/s.

La charge totale & 'amont au temps ¢ = 0 est 300 m. Le débit initial & I'aval est 10 m3/5. On
coupe le débit d’eau en 10 secondes (correspondant & la fermeture d’une vanne) pour le premier
cas test et en 5 secondes pour le deuxiéme.

Pour ces simulations, on impose une CFL de 0.8 et une discrétisation spatiale de 1000 points. Aux
figures 2.31 et 2.32, on compare les résultats obtenus par le schéma cinétique, appelé cinemix 2,
et le code belier. On trace la courbe de débit en milieu de conduite en fonction du temps.
On observe que les résultats obtenus sont en parfait accord. Un effet régularisant est due a la
discrétisation du premier ordre.

Cas test en conduite non uniforme.

On considére une série de conduite a section circulaire convergente et divergente de longueur
L = 1000 m. Le rayon a ’aval est constant égal & Re = 1m tandis que celui de I’amont varie de
Ry = 1m a4m par un pas de 0.25 m. Les autres paramétres sont N = 300 (nombres de mailles),
Ky =9000 (correspondant & une faible friction) et la CFL= 0.8.
On impose une charge totale a ’amont constante au cours du temps. Le débit a ’aval est constant
égale a 10m>.s71 jusqu’a ¢t = 1.5 secondes, puis on coupe le débit.
On calcule pour chaque conduite Rq, le maximum de pression au point z = 96 m qu’on compare &
celui obtenu avec la « conduite équivalente » (c.f. Adamkowski [1]). Les résultats sont présentés
a la figure 2.29. Aux figures 2.33, 2.34, 2.35, on observe bien que les deux méthodes captent
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R2/R1

FIGURE 2.29 — Comparaison des résultats avec la méthode des conduites équivalentes
CSV : conduite a section variable

CE : conduite équivalente

bien le maximum de pression, que les comportements dynamiques du débit et de la hauteur

2. Le code cinemix est la premiére version du code cinétique. Il était alors combiné a la méthode des « ondes
fantomes » . Il a ensuite été rebaptisé en FLOWMIX une fois que la méthode FKA a remplacé ’approche précédente.
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d
piezométrique sont vraiment différents. Ceci s’explique par la présence du terme ¢2— In S dans le

x
modéle en charge qui apporte les informations manquantes dans le modéle des tuyaux équivalents.
En d’autre terme, la méthode des tuyaux équivalents permet seulement de calculer le maximum
de pression contrairement au modéle en charge.

2.3.6.2 Validation numérique du modéle mixte

On présente dans cette section, un test de validation numérique du schéma cinétique par
comparaison avec le schéma VFRoe (c.f. Section 2.2). Un deuxiéme test est effectué pour valider
le décentrement de la friction dans un écoulement symétrique. On compare les résultats avec le
schéma cinétique pour lequel le terme de friction est centré. Enfin, pour terminer, on présente
le cas test proposé par Wiggert [105] afin de valider 'approche FKA et de comparer les deux
méthodes de suivis d’interface.

Cas test mixte.

On considére une conduite de 5 m de long a section divergente de 2 m de rayon a 'amont et
2.2 m a l’aval. On ne prend pas en compte le terme de friction dans ce test car il s’agit de valider
le décentrement des autres termes sources.

La simulation débute avec un état stationnaire a surface libre a vitesse nulle. La hauteur pie-
zométrique a 'amont croit linéairement de 1m a 3.2m en 5s. A I'aval, on maintient un débit
nul.

Les autres paramétres sont N = 100 (nombres de mailles) et CFL= 0.8.

Bien qu’on ait pas de cas tests issus de ’expérimentation, la comparaison des deux schémas est
assez significative. En particulier, les courbes de débit sont en parfait accord tandis que le schéma
cinétique a tendance a lisser d’avantage et a attenuer les pics de pression (voir FIG. 2.36).

Validation numérique du décentrement de la friction.

On présente ici un test, non réaliste, dans le cadre d’un écoulement symétrique dans une
conduite uniforme de 100 m et 2 m de diamétre. Le but de la simulation est de montrer que le
décentrement du terme de friction, sous la forme d’une pente dynamique, est de loin meilleur que
celui centré, i.e. traité sous la forme K (x;, A7 )u |u}'|. Pour distinguer ces deux approches, on
note dans la suite SCD, Schéma Cinétique Décentré (avec le terme de pente dynamique) et SCC,
Schéma Cinétique Centré (avec le terme de friction centré). Pour illustrer cela, on fait varier le
coefficient de friction K. L’ état initial est représenté a la figure 2.30. Il correspond & une double
rupture de barrage.

ho

fond sec

FIGURE 2.30 — Etat initial : double rupture

Les hauteurs piezométriques amont et aval croissent linéairement de 1 m & 2.1 m en 20
secondes. D’un point de vue physique, on s’attend a un écoulement symétrique.
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Les résultats des figures 2.37-2.38 illustrent bien que le SCC ne conserve pas la symétrie de
l’écoulement ; en particulier, au temps t = 8.047 (voir F1G. 2.38 (en haut)) on observe déja une
petite dissymétrie pour Kg = 100 et qui évolue de maniére catastrophique au temps ¢ = 3.492
pour Ky = 10 (c.f. F1G. 2.37). Précisons que le traitement des conditions aux limites amont et
aval est, lui, parfaitement symétrique dans le code numérique.
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FIGURE 2.31 — Cas test 1 : coupure de débit en 10
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FIGURE 2.32 — Cas test 2 : coupure de débit en 5 s
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Debit au pointx =96 m; R1=1.25,R2=1
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FIGURE 2.33 — Débit et hauteur piezométrique pour R; = 1.25m
CSV : conduite & section variable

CE : conduite équivalente
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Debit au pointx=96 m; R1 =15 R2=1
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FIGURE 2.34 — Débit et hauteur piezométrique pour Ry = 1.5m
CSV : conduite & section variable

CE : conduite équivalente
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Debit au pointx=96 m; R1=4,R2=1
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FIGURE 2.35 — Débit et hauteur piezométrique pour Ry = 4m
CSV : conduite & section variable

CE : conduite équivalente
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F1GURE 2.37 — Comparaison des schémas SCD et SCC pour K, = 100.
En haut : SCC

En bas : SCD
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FIGURE 2.38 — Comparaison des schémas SCD et SCC pour K, = 10.

En haut : SCC
En bas : SCD
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Cas test de Wiggert et comparaison de la vitesse d’interface.
Ce test est proposé dans [105] et repris comme test de validation numérique par plusieurs auteurs,
par exemple, [6, 51, 104] et en particulier dans [17]. Il a 'avantage de concerner une géométrie
simple (section rectangulaire et horizontale) qui permet ainsi d’évacuer toute difficulté numérique
que l'on peut rencontrer en géométrie circulaire. De plus, durant cette expérience, il n’y a qu'un
seul point de transition, ce qui rend facile la mise en ceuvre d’un tel cas test.

Le dispositif expérimental est représenté sur la figure suivante :

10 m

porte E bOin % porte verre
s

e
béton/f /

51cm
FI1GURE 2.39 — Dispositif

L’état initial est un stationnaire & vitesse nulle (i.e. Q = 0) et a surface libre.

La hauteur d’eau a 'amont est pilotée de facon & provoquer un passage en charge puis une
descente a surface libre (cf. hydrographe amont, figure 2.41). La hauteur d’eau aval est maintenue
constante jusqu’a 'arrivée du front (cf. hydrographe F1G. 2.41).

Les constantes du schéma sont :

Manning ¢ 0.012,
Nombre de mailles : 80,
Delta x (m) :0.125,
Coefficient de CFL . 0.5,
Durée de la simulation (s) : 18.

Dans la suite, on effectue successivement des tests pour une vitesse d’onde en charge de ¢ = 9 m/s,
c =20 m/s, ¢ = 40 m/s et ¢ = 100 m/s. A cause de forte oscillations, les résultats pour
¢ = 1400 m/s ne seront pas représentés.

Les conditions limites amont et aval (c.f. F1G. 2.41) ont été reconstruites par interpolation po-
lynomiale & partir des données expérimentales de Wiggert (Fig. 2.40, courbe y2 pour 'amont et
y3 pour l'aval). Les données ont été reprises dans [17].

Les mesures (hauteurs piezométriques au dessus du fond du canal) sont effectuées aux points
notés 3,5m, 5,5m que l'on compare aux mesures (hB) et (hC) de la figure 2.40. A titre de
comparaison, on trace le profil obtenu par Garcia-Navarro et al. [51]| (qui utilise la méthode de
la fente de Preissmann), 'approche FKA et les « ondes fantomes ». Une analyse approfondie
montre qu’il y a un léger écart, n’excédant pas 0.15 s au point de passage en charge par rapport
aux données de Wiggert ou de celles de Garcia-Navarro. Aux figures 2.44-2.51, on présente les
résultats obtenus par les deux approches, FKA et « ondes fantdmes », pour les points (hB)
(i.e x = 3.5 m) et (hC) (i.e = 5.5 m) auxquelles on ajoute les points issues de 'expérience
de Wiggert (c.f. F1G. 2.40) pour pouvoir comparer. On observe qu’en dépit des oscillations, la
valeur moyenne des profils obtenus est indépendante de la valeur de ¢ (cette constatation sera
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FIGURE 2.40 — Test de Wiggert : mesures
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FIGURE 2.41 — Test de Wiggert : hydrographe amont et aval

observée de maniére plus précise sur les profils de vitesse de 'interface dans la suite). Ces os-
cillations sont provoquées par les fluctuations de pression qui accompagnent le mouvement de
I'interface et dont leur fréquence dépend directement de la vitesse d’onde en charge c. En effet,
plus la valeur de ¢ est grande et plus les oscillations localisées au point de passage en charge,
approximativement z = 3.8 m pour (hB) (c.f. F1G. 2.44,2.46,2.48 et 2.50) et = 4.5 m pour
(hC) (c.f. F1G. 2.45,2.47,2.49 et 2.51). Au dela de ces points 'onde de surpression s’amortie.
On constate de plus que les profils fournis par 'approche FKA et « ondes fantomes » sont en
excellent accord pour de faible valeur de ¢ (c.f. F1G. 2.44,2.46,2.48 pour 'expérience (hB) et F1G.
2.45,2.47,2.49 pour (hC)) alors que des différences d’amplitudes de ces ondes sont observées d’'un
schéma a Pautre (c.f. F1G. 2.50 et F1G. 2.51).

D’autre part, en vue de comparer les deux approches, on a tracé la vitesse de 'interface
au cours du temps pour les différentes valeurs de ¢ : ¢ = 9 m/s, ¢ = 20 m/s, ¢ = 40 m/s et
¢ =100 m/s. Les résultats sont représentés figures 2.52-2.59.

A titre de comparaison entre les deux méthodes de suivis d’interface, on a representé aux
figures 2.52, 2.54, 2.56 et 2.58, la vitesse de linterface w lors de la montée en charge, i.e pour
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c =9 m/s (hB)
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FIGURE 2.42 — Test de Wiggert avec 'approche FKA, « ondes fantomes » et les résultats de
Garcia-Navarro pour une vitesse d’onde en charge de 9 m/s en x = 3.5 m

2 < t < 7 approximativement. En raison des oscillations présentes, on a également tracé les
interpolés par les courbes de bézier aux figures 2.53, 2.55, 2.57 et 2.59 qui rendent plus facile la
lecture de ces résultats.

Pour représenter la stabilité des deux méthodes de suivis d’interface par rapport a la vitesse
d’onde, on a tracé aux figures 2.60 (avec interpolation c.f. F1G. 2.61) et 2.62 (avec interpolation
c.f. F1G. 2.61) la vitesse d’interface pour la montée en charge pour différentes valeurs de c. Le
résultat de cet test est trés satisfaisant car il permet d’illustrer que les deux approches sont
pratiquement pas influencées par ¢. De plus, on les compare a la courbe de prédiction ®, calculée

par la formule w = AL ol on constate certaines différences dans les tracés. Le comportement

observé est identique : & savoir, la vitesse d’interface atteint rapidement un maximum puis décroit
et augmente & nouveau & proximité de la sortie (c.f. F1G. 2.60 et FI1G. 2.62).

Enfin, pour terminer, en vue de justifier le fait que les simulations pour ¢ = 1400 m/s ne sont
pas présentées, on rappelle que, comme il a été souligné dans [17] ou dans [96], la vitesse du son
en charge est sensible a la quantité d’air piégée dans l'eau : 1400 m/s pour 'eau pure, 600 m /s
pour une concentration d’air de 0.1% en volume, 300 m/s pour une concentration de 0.45%.
De plus, il parait clair que cette concentration n’est pas la méme au long de la conduite, ce qui
devrait conduire & considérer une vitesse d’onde variable. Par ailleurs, les propriétés mécaniques
de la conduite, la vitesse du son dépend du matériau par son coefficient de Young (i.e. module
d’élasticité qui relie la contrainte de traction (ou de compression) et la déformation pour un
matériau élastique isotrope).

Dans [17], la conclusion tirée de ce test est :

3. La courbe a été reconstruite par interpolation par spline a partir des données de Wiggert [105] (c.f. Fia.
2.43).
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« la valeur de ¢ & adopter dépend du type de phénomeéne & observer : pour prédire la position et
la vitesse de 'interface, ainsi que le saut de pression associé, une faible vitesse de ¢, de 'ordre
de 20 m/s par exemple, suffit et a l'avantage de permettre des calculs trés rapides (attention
toutefois & ne pas descendre en dessous de la vitesse d’onde a surface libre) ».

Par conséquent, compte tenu des résultats obtenus et dans ces conditions, les deux approches
sont en accord. Ce qui permet de clore ce chapitre.
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FIGURE 2.43 — Test de Wiggert : prédiction de la vitesse d’interface
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Niveau piezometrique au point x = 3.5 m
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FIGURE 2.44 — Test de Wiggert avec ¢ = 9 m/s au point (hB)
Niveau piezometrique au point x = 5.5 m
0.25 . . , : : . : .
0.2F |
@:f
0.15 I e
3 0)) -
—8 ————C\a—f—f—\}—f—éﬁw—%?‘y/’%y
5 e
1S
0.1F |
20T Experience—=— |
FKA
VFRoe ---------
0 . L . ) ,  Hautde la conduite——
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Temps (S)

FIGURE 2.45 — Test de Wiggert avec ¢ = 9 m/s au point (hC)
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FIGURE 2.46 — Test de Wiggert avec ¢ = 20 m/s au point (hB)
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FIGURE 2.47 — Test de Wiggert avec ¢ = 20 m/s au point (hC)
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Niveau piezometrique au point x = 3.5 m
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FIGURE 2.48 — Test de Wiggert avec ¢ = 40 m/s au point (hB)
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FIGURE 2.49 — Test de Wiggert avec ¢ = 40 m/s au point (hC)
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Niveau piezometrique au point x =3.5m
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FIGURE 2.50 — Test de Wiggert avec ¢ = 100 m/s au point (hB)

Niveau piezometrique au point x =5.5m

025 T T T T T T T T
02} ’
_ 015 <
I
o SO
_c /
S
0.1} ’
0.05 Experience——— |
FKA
VFRoe -
0 . . . . Hault de la clonduitel—
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Temps (S)

FIGURE 2.51 — Test de Wiggert avec ¢ = 100 m/s au point (hC)
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FIGURE 2.52 — Comparaison de la vitesse d’interface de transition pour ¢ =9 m/s
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F1GURE 2.53 — Comparaison de la vitesse d’interface de transition avec interpolation pour ¢ =

9m/s
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FIGURE 2.54 — Comparaison de la vitesse d’interface de transition pour ¢ = 20 m/s
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FIGURE 2.55 — Comparaison de la vitesse d’interface de transition avec interpolation pour ¢ =

20m/s
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FIGURE 2.56 — Comparaison de la vitesse d’'interface de transition pour ¢ =40 m/s
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F1GURE 2.57 — Comparaison de la vitesse d’interface de transition avec interpolation pour ¢ =

40 m/s
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FIGURE 2.58 — Comparaison de la vitesse d’interface de transition pour ¢ = 100 m/s
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FIGURE 2.59 — Comparaison de la vitesse d’interface de transition avec interpolation pour ¢ =

100 m/s
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F1GURE 2.60 — Calcul de la vitesse d’interface avec I’approche des « ondes fantémes »
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F1GURE 2.61 — Calcul de la vitesse d’interface avec 'approche des « ondes fantomes » avec
interpolation
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FIGURE 2.62 — Calcul de la vitesse d’interface avec ’approche FKA
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FI1GURE 2.63 — Calcul de la vitesse d’interface avec I'approche FKA avec interpolation

2.3.7 Remarques générales concernant ’approximation numérique par le sol-
veur cinétique

On a proposé un schéma Volumes Finis avec un solveur cinétique pour discrétiser les équations
PFS en décentrant les termes sources aux interfaces en utilisant la notion de barriére de potentiel.
D’un point de vue mathématique et dans le formalisme du terme de pseudo-topographie, la
friction ne peut étre décentrée. Cependant, en procédant a un splitting, i.e. en remplacant, une
fois les calculs effectués, le terme de pente par la pente dynamique, on obtient de trés bon
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résultats par rapport & une discrétisation centrée. L’élaboration d’une autre approche fait partie
des projets & venir, en particulier avec C. Simeoni *.

On a également proposé une méthode de suivi d’interface complétement cinétique, qu’on a
appelé FKA. C’est une approche équivalente a celle des « ondes fantémes » introduite pour
le schéma VFRoe. Cependant, bien que ce traitement soit cinétique, et donc en harmonie avec
le reste du schéma, il est cotiteux car il nécessite la résolution d’un systéme non linéaire 5 X 5
a chaque points de transition. Néanmoins, elle ne nécessite pas l'utilisation des conditions de
transition de Song et elle est simplement basée sur une interprétation cinétique.

Enfin, on a montré que 'approche classique pour obtenir un schéma cinétique qui préservent
les états stationnaires a vitesse nulle, comme dans [88], n’est valide que pour un écoulement a
surface libre en conduite uniforme rectangulaire et a pente constante. Cela est di a ’espace de
définition de la fonction y. Un autre point de vue pour pallier ce probléme est nécessaire. Il
fait donc partie des travaux en perspective visant & obtenir ces propriétés pour tout type de
termes sources (donc quelque soit la géométrie de la conduite). Parallélement, on a développé
une méthode qui préserve tous les états stationnaires en calculant les flux & partir d’états a profil
stationnaire. L’idée est la méme que celle introduite pour la matrice a profil stationnaire dans le
cadre du schéma bien équilibré VFRoe. De plus, c’est une approche trés générale car pour tout
flux numérique consistant, elle permet de définir un schéma bien équilibré.

Enfin, un des avantages par rapport au schéma VFRoe est le traitement des zones de points
critiques u =~ ¢, de fond sec et d’asséchement pour lesquels aucun artefact numérique n’est
nécessaire.

4. Department of Pure and Applied Mathematics, University of L’Aquila, ITALY
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NOTATIONS

x = (x1,x9) : variables spatiales horizontales

y : variable verticale ; I'altitude

z =1 — e Y : variable verticale aprés changement de variables
p(t,z,y) : densité stratifiée

&(t,x) : densité

u(t,z,y) = (uy,ug) : vitesse horizontale

v(t,z,y) : vitesse verticale

w(t,z,z) = (1 — 2)v(t,x, z) : vitesse verticale aprés changement de variables
A, = 8:%1 + 822 : laplacien par rapport a x

A=A, + 82 : laplacien par rapport a (z,y)

div, = 0, + 0y, : divergence par rapport a x

div = div, + 0, : divergence par rapport a (x,y)

V= < gx > : gradient par rapport a (z,vy)
y

10) .
V, = < a“ ) : gradient par rapport a x
xr2

2D(u) = Vu + V'u : tenseur du taux de déformation par rapport a (z,v)
2D (u) = Vyu + V’;u : tenseur du taux de déformation par rapport a x
2A(u) = Vu — V'u : tenseur du taux de vorticité par rapport a (z,vy)
2A,(u) = Vyu — V;u : tenseur du taux de vorticité par rapport a x
EPC' : équations primitives compressibles

EPC's : équations primitives compressibles simplifiées

N.B. les mémes notations sont utilisées en dimension deux d’espace.

3.1

Introduction

On s’intéresse aux équations de type Equations Primitives Compressibles (EPC). Ce sont les
équations gouvernant les mouvements de la dynamique de "'atmosphére. Elles appartiennent a la
classe des équations de la dynamique des fluides géophysiques (c. f. [33]). Suivant [100], dans la
hiérarchie des modéles, les EPC se situent entre les équations non-hydrostatiques et les équations
de Saint-Venant. En toute généralité, on peut établir la classification suivante, valable aussi bien
pour les équations compressibles qu’incompressibles :

Equations de Navier-Stokes 3D
J

Equations non-hydrostatiques

!

Equations primitives

!

Equations de Saint-Venant

!

Equations quasi-géostrophiques
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3.1.1 Contexte physique.

Les équations primitives sont issues de 1’approximation hydrostatique, dans lequel la conser-
vation de la quantité de mouvement verticale est remplacée par ’équation hydrostatique.

En toute généralité, les EPC sont obtenues a partir des équations complétes de Navier-Stokes
compressibles pour la modélisation de I'atmosphére :

p%U%—V}H—pg:D, (3.1)
Dﬂtp + pdivU = 0, (3.2)
gy T~ s = O (3:3)
Dgtq = Qq, (3.4)
p=RTp (3.5)
ou
% =0,+U-V.

Le champs de vecteur vitesse est noté U et a pour composante horizontale, u, et comme com-
posante verticale v. Les termes p, p, T et g représentent respectivement la densité, la pression,
la température et le vecteur gravité (0,0, g) ol g est la constante universelle de gravitation. Le
terme de diffusion D a pour expression :

D = pAU +vo,U (3.6)

ot A, dénote le Laplacien par rapport a la coordonnée horizontale z = (x1,z2) € R?, et (u,v),
It # v, représente une paire de viscosité anisotrope, caractéristique méme des écoulements dans
I'atmosphére. @, est un terme de diffusion moléculaire, ¢ est la quantité d’eau dans 'air et
Q7 représente la diffusion de la chaleur émanant du soleil (voir, par exemple, [100] pour plus
de détails concernant les termes de diffusions). Enfin, ¢, et R sont respectivement la chaleur
spécifique a pression constante et la constante spécifique du gaz correspondant & ’air.

Les équations ci-dessus étant complexes a étudier aussi bien mathématiquement que numéri-
quement, on leur préfére la version hydrostatique. Dans [87], une analyse d’échelle montre que les
seuls termes prépondérants dans I’équation de la conservation de la quantité de mouvement verti-
cale sont dyp et gp. Il convient alors, au moins formellement, de remplacer la troisiéme équation
de (3.1) par I'équation hydrostatique. On obtient alors, les équations primitives compressibles
pour la modélisation de I'atmospheére,

( d
pu + Vep = pAzu+ V@Su,
yp = —9gp,

d
—p+ pdivU = 0,

dtDT 1D, (3.7)
o’ T oD T T

Li—q

D!~ *w

p=RTp
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ou z et y sont les coordonnées horizontale et verticale avec

%:8t+u-vx+v8y.
Dérivation formelle des EPC simplifiées.

Contrairement aux équations primitives ci-dessus, on s’intéresse & une version pour laquelle
les termes de diffusion, issus de la quantité d’eau dans l'air ou de la chaleur émise par le soleil,
ne sont pas pris en compte. On aboutit alors & des équations qu’on appelle tout simplement
Equations Primitives Compressibles simplifiées que 1’'on note EPCs. Elles sont obtenues a partir
des équations de Navier-Stokes avec un tenseur de viscosité anisotrope. En effet, tirant parti
des différences de dimension horizontale et verticale de 'atmosphére (10 a 20 kilomeétres pour
laltitude contre des milliers de kilométres de longueur), on obtient le modéle hydrostatique
suivant :

Op + divy (pu) + 9y (pv) =0,
O (pu) +div, (pu®u) + 9y (pvu) + Vup(p) = 2div, (11 Dy (u)) + 9y (120,u) , (3.8)
Oyp(p) = —gp

auquel on ajoute, ultérieurement, un terme de friction quadratique rpu |u| utile pour I’étude
mathématique de la stabilité de solutions faibles du modéle en dimension 3.

Ce dernier systéme est formellement proche de (3.7). La seule différence entre les modéles
(3.7) et (3.8) est le terme visqueux. A I'instar des équations (3.7), la viscosité du modéle (3.8)
dépend de la densité. De plus, si la pression p a pour expression p = ¢?p avec ¢ = VRT , par
exemple, alors la densité p peut s’écrire sous la forme &(¢, x)efg/ Y o ¢ , encore appelé densité,
est solution du systéme

at£ + divm(gu) + gazw =0,
O (&u) + div, (Eu®@u) + 9, (S wu) + CQVx(f) = 2div, (11 Dz (u)) + 9. (120,u), (3.9)
0,£=0

qui est obtenu & partir du modéle (3.8) par un simple changement de variable : z =1 — e9/<%y

et w = e 9y, Ce modéle, qu’on appelle modéle intermédiaire, est un des éléments clefs de
l’analyse mathématique de solutions faibles du systéme (3.8).

3.1.2 Contexte mathématique.

Les premiers résultats mathématiques concernant les EPC (3.7) ont été établis par J.L.
Lions, R. Temam and S. Wang (|78]). Ils ont apporté une formulation mathématique des EPC
en dimension deux et trois d’espace. En se basant sur les travaux de J. Leray, ils ont prouvé
Iexistence de solutions faibles globales en temps (voir aussi [100] & ce sujet). Par exemple, dans
[100], ils utilisent la pression p comme coordonnée verticale a la place de altitude y. De plus, ils
écrivent le systéme (3.7) en coordonnées sphériques (¢, 0, p) pour passer du modéle compressible
a un modéle incompressible afin d’utiliser les résultats de J. Leray. Pour ce faire, ils distinguent
les variables « prognostiques » (u,T,q) des variables « diagnostiques » (v, p, ®) ou ® dénote le
géopotentiel gy(¢,0,p,t). Les variables diagnostiques (v = v(u),p = p(T),® = ®(T)) peuvent
étre écrites comme fonctions des variables prognostiques & l'aide de la loi d’état p = RT p et de
I’équation & divergence nulle, obtenus par intégration de I’équation de conservation de la masse
qui s’écrit dans les nouvelles coordonnées :

R
3o+ % o
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Ainsi, avec :
e la formulation faible des équations primitives (3.7) (en définissant les espaces fonctionnels
bien choisis)

d
d—g +AU +B(U,U)+E(U) =1
de condition initiale U(0) = Uy ou U = (u,7T,q) avec A, B, E des fonctionnelles appro-

priées,

un schéma aux différences finies en temps sur U : U™,

des estimations a priori sur U™,

une fonction approchée Ua.(t) = U™ sur Uintervalle |(n — 1)At, nAt[ (suivant [99])
des estimations a priori sur Unay,

passage & la limite,

ils prouvent le résultat d’existence.

Si on suppose T et ¢ constant dans les équations (3.7), alors la différence qu’on a déja évoquée
dans le paragraphe précédent, s’écrit ,quu—i—Vagu pour (3.7) et div, (11D, (1)) +0, (120,u) pour
(3.8). La viscosité du systéme (3.8) dépend de la densité, comme pour les équations de Saint-
Venant étudiées dans, par exemple, dans Particle [23].

A notre connaissance, les EPCs (3.8) ont été introduites pour la premiére fois par Kochin
dans [69]. Un des premiers résultats d’existence a ce sujet est obtenu dans [53| pour le modéle
intermédiaire (3.9). En effectuant un changement de variables en coordonnées Lagrangiennes,
Gatapov et al. prouvent que la densité £ est majorée et minorée. Ensuite, en écrivant un systéme
d’équations sur la partie oscillante de la vitesse horizontale u, et en utilisant le théoréme de
point fixe de Schauder, ils obtiennent un résultat d’existence faible globale en temps pour le
modeéle (3.9) en dimensions deux d’espace. En ce qui nous concerne, en utilisant un changement
de variable judicieux, on étend le résultat d’existence de solutions faibles de Gatapov et al. [53]
au modele (3.8).

Malheureusement, 'approche utilisée dans [53| pour le modéle (3.9) en dimension trois ne
peut étre appliquée car le changement de variables en coordonnées Lagrangiennes ne donne plus
d’informations sur £&. A ce jour et a notre connaissance, il n’existe pas de résultat d’existence
pour le modéle en dimension trois d’espace. Néanmoins, il est possible d’obtenir un résultat de
stabilité de solutions faibles pour le modéle (3.9) que l'on étend assez facilement & (3.8).

En effet, les techniques standard pour montrer la stabilité de solutions ou l’existence de
solutions faibles ne s’appliquent pas aux équations (3.8) a cause de I’équation hydrostatique.
L’énergie du systéme associée est :

d
pr plul>+ plnp—p+ 1dxdy—i—/21/1 |Dm(u)|2—i—yg‘8§u{ dmdy—l—/pgvd:cdy:()
Q Q Q

ol le signe de 'intégrale

/ pgv dxdy
Q

~ Vou+Viu

est inconnu (avec la notation D, (u) pour le tenseur du taux de déformation par

rapport aux variables horizontales x € Rz) car il manque, a priori, des informations sur v. En
revanche, les équations (3.9) sont reliées par un difféomorphisme au modéle (3.8) sur lequel on
obtient facilement des estimations a priori grace a ’équation 9,£ = 0.

Néanmoins, ces estimations a elles seules ne suffisent pas & passer a la limite dans les termes
non-linéaires, d’oit la nécessité de trouver des estimations supplémentaires. A cet effet, il suffit
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d’exploiter le fait que la densité £ est indépendante de la coordonnées verticale z. Qui plus est,
la perte d’information sur la vitesse verticale du modeéle (3.8) est compensée par 'équation de
conservation de la masse qui s’écrit sous la forme :

O*w = %divx(gazu) .

Tenant compte de ces faits, on obtient des estimations supplémentaires sur la densité £ grace a
une entropie mathématique, appelée BD entropie (initialement introduite par Bresch et al. [25].
Une preuve simple est présentée dans les articles [28, 27, 23]). Cependant, il semble nécessaire
tout de méme de considérer un terme régularisant comme dans le cadre des équations de Saint-
Venant (le lecteur est renvoyé a |24, 25, 26|, par exemple). On ajoute un terme de trainée, de la
forme Rpu|u|, au modeéle (3.8) (donc a (3.9)) pour pouvoir conclure a la stabilité de solutions
faibles (et éventuellement a la construction d’'une suite de solutions approchées). En effet, ce
terme de friction quadratique combiné au terme de viscosité donne les estimations suffisantes
pour passer a la limite dans le terme non-linéaire, pu ® u, pour lequel une convergence forte de
V/pu est requise.

Dans le calcul de la BD-entropie, il apparait naturellement des termes de bord que l'on fait
disparaitre via des conditions aux limites périodiques sur le domaine spatial. Toutefois, comme
il a été souligné dans [27]), on peut également considérer des conditions aux limites adéquates
de type Dirichlet ou Navier.

Enfin, notons l'article récent de Mellet et al. [82], ot un résultat de stabilité concernant les
écoulements barotropes est obtenu pour v > 1 et en toute dimension d’espace entre 1 et 3. Ce
résultat utilise d’'une part la BD-entropie mais aussi un multiplicateur ad hoc pour obtenir un
meilleur controle sur pu?, au lieu de L>(0,T; LI(Q)), et pour pouvoir passer a la limite sans
ajouter un terme régularisant. Le multiplicateur en question est de la forme (1 + In(1 + |u/?))u.
Cependant, Bresch et al. [26] notent qu’il ne semble pas possible de construire une suite de
solutions réguliéres approchées satisfaisant ces estimations.

Plan du chapitre

Dans la Section 3.2, on dérive formellement les EPCs (3.8) et le modéle intermédiaire (3.9)
en dimension trois d’espace, en ajoutant le terme de friction, nécessaire a I’étude mathématique.
Ensuite, a la Section 3.3, partant de la version 2-dimensionnelle du modéle (3.8) et en se basant
sur les travaux de Gatapov et al. [53], on obtient le premier résultat principal de ce chapitre, a
savoir un théoréeme d’existence de solutions faibles globales en temps. De surcroit, on établit un
résultat de stabilité de solutions faibles pour le modéle 3 dimensionnel (3.8). C’est I'objet de la
Section 3.4.

3.2 Dérivation formelle des EPCs

Dans cette section, on dérive formellement les EPCs qu’on a précédemment introduites. Ces
équations sont obtenues & partir des équations de Navier-Stokes compressibles avec un tenseur de
viscosité anisotrope, qui permet de prendre en compte les différences de viscosités qui surviennent
au niveau de I’atmospheére.
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3.2.1 Equations de Navier-Stokes compressibles anisotropes

Un fluide compressible pour ’atmosphére, sans la prise en compte de phénomeénes complexes
(c.f Section 3.1) est gouverné par les équations suivantes :

Op + div(pu) =0, (3.10)
O(pu) + div(pu @ u) — dive — pf =0, (3.11)
p="p(p) (3.12)

ol p est la densité et u = (u,v)t représente la vitesse du fluide de composante horizontale
u = (uy,uz)" et de composante verticale v.
La loi de pression est donnée par ’équation d’état :

p(p) = p (3.13)

ou c¢ est une constante donnée. Les forces extérieurs sont données par f :

f = —R\/u% —|—u§ (ul,uQ,O)t — gk

ot R est le coefficient de trainée (supposé constant), g est la constante universelle de gravité et
k = (0,0,1)" (ott X" représente la transposée du tenseur X). Le fluide est supposé Newtonien
de telle sorte qu’il existe des coefficients de viscosités u;, ¢ = 1,2,3 et A tels que le tenseur des
contraintes totales de partie visqueuse anisotrope X non constant :

K1 H1 2
H1o p1 2
K3 B3 M3

a pour expression :
o= —pl3+2¥X.D(u) + \div(u) I3,

ou I3 représente la matrice identité, Adiv(u) le tenseur des contraintes normales de viscosité A,

Vu+ V*
D(u) le tenseur de taux de déformation usuel, a savoir D(u) = % et X.D(u) le tenseur
de taux de déformation anisotrope :
2#1611 Uy ,U'l(amgul + amlu2) MQ(ayul + aml U)
1 (0z, u + Ozyur) 201 Oy un p2(Oyug + Op,v) (3.14)
143(0z, v + Oyur) 113(0z,v + Oyuz) 2u30yv

Remarque 3.2.1. L’utilisation d’un tel tenseur anisotrope dans ce contexte permet de prendre en
compte 'anisotropie dans l’atmosphére et d’autre part de justifier [’approzimation hydrostatique.

En séparant la contribution horizontale de la contribution verticale, le systéme de Navier-
Stokes (3.10)—(3.14) s’écrit :
[ Oip + div,(pu) + 9, (pv) = 0,
Or(pw) + div, (pu @ ) + 8, (puv) — 2div( Dy (0)) — 0, (129,0)
—0y(12Vzv) — Vg (Adivyu) — Vi (AOyv) + Vep+ Rplujlu =0 (3.15)

A (pv) + divy(puv) + 9, (pv?) — dive (u3Vev) — divy (uzdyu)—
20y (p30yv) — Oy(Adivyu) — 9y (A9yv) + dyp = —pg,

p=Dp.
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ot D, (u) représente le tenseur de taux de déformation par rapport aux variables horizontales
x = (x1,x2) : .
V,u+Viu 0.
D,(u) = Vet Vit ol V, = T
2 Ory

On note €2, le domaine
Q={(z,9) eER*?xR; 2 €Q, CR* 0<y < h} (3.16)

ot €, = T? désigne un tore correspondant au domaine spatial horizontal. Le systéme (3.15) est
complété par les conditions aux limites sur 0f :

conditions périodiques sur 0,
Uly=0 = Vy=n = 0, (3.17)
8yu‘y 0= 8yu|y:h = 0.

et par les conditions initiales suivantes :

U(O,Sﬂ,y) = uO(xay)’ )
p(Oaxay) = SO(x)e_g/c Y.

Remarque 3.2.2. La structure particuliére imposée a la densité p (3.18) sera explicitée a la
Section 3.2.2.

(3.18)

On suppose que &y est une fonction positive bornée :
0<&(zr) < M < 4c0. (3.19)

et strictement positive dans le cas 2-dimensionnel.

3.2.2 Analyse asymptotique formelle et les EPCs

N

Tirant profit des dimensions caractéristiques de l’atmosphére, on procéde & une analyse
asymptotique en couche mince (de la méme maniére que pour la dérivation des équations PFS,
c.f. Chapitre 1) : on suppose que le rapport d’aspect est « grand ». En d’autres termes, 1’échelle
caractéristique de l'altitude, noté H, est trés petite par rapport & la longueur caractéristique L.
On admet également que les variations des mouvements verticaux sont négligeables par rapport
aux mouvements horizontaux.

Soit alors €, un « petit » paramétre, donné par :

_H_V

TITTU

ou V (resp. U) une longueur caractéristique relative a la composante verticale (resp. aux compo-

santes horizontale) de la vitesse. On introduit le temps caractéristique T de tel sorte que T' = —

. o 72— 14 - o L
et une pression unité P = p U~ ot p désigne une densité caractéristique.

On note les quantités sans dimensions de temps, d’espace, de vitesse, de pression, de densité
et de viscosité par :

7 t . T -~y ~ u -~

= — €T = — = — = — V= —

T VT w U’ v

- p - p T A ~ W

p== ) pP== )‘::7 /’L‘:_aj:17273
pU? p A Ty
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Avec ces notations, le nombre de Froude F), le nombre de Reynolds associé a la viscosité u;,
Re; (i =1,2,3), le nombre de Reynolds associé a la viscosité A, Rey, et le nombre de Mach M,
s’écrivent respectivement :

UL

U pUL U
Fp=—=—, Re;="22 Rey="22 M,="=. (3.20)
Vg H i A ¢
En procédant a ce changement d’échelle, le systéme (3.15) s’écrit :
1, U, .V
TQZP + fleE (pu) + Eazj (pv) =0,
pU_. , .. pU?>  __ _ pUV_ ___ i~
%a;(pu) + PL divz (pu®u) + pT@g(pvu) + RpU?p [a] u+
Ao - U . e U eV
- Vap = 25 divg (1 Dx(@)) + =505 (2 950) + 7705 (2 Vi)
AU [~ AV x
il v3S iv= (1 V-~ s 3.21
+ Vs <)\ div (u)) +2=Vs (A ayv) . (321
pv._ . . pUV  ___ pV2_ . P _
T@;(pv) + 17 divz (puv) + 7637 (pv*) + 78@0 =—gpp
wBU . o V.. o V. .
+ T divz (,u,g 3@711) + ?dIVg (,u,g ng) + 2F8§(M33§7@)
AU (v~ AV v o
+ﬁ8~g <)\ divz (u)) + Fag ()\ a'gv> .

Gardant & 'esprit la définition des nombres sans dimension (3.20), en omettant le tilde et en
multipliant 1’équation de conservation de la masse (3.21) par T', les équations de la conservation

T
de la quantité de mouvement sur u (3.21) par T I’équation de la conservation de la quantité
D

T
de mouvement sur v (3.21) par —y on obtient le systéme adimensionnel suivant :
p

( Oip + divgy (pu) + 9y (pv) =0,
. 1 2 .
O (pu) +div, (pu®u) + 9y (pvu) + vap +rpluju= R—dwm (11 Dy (u))
a €1
1 1 1 .
+R—628y (,ug (E—Qayu + Vﬂ))) + R—@/\Vx (Adivy(u) + Adyv) ,
(3.22)
0 di 0 2 L1 Oyp = L1
i (pv) +div, (puv) + 9, (pv?) + =Xy yp = _5_2F_7?p
1 . 1 2
+R—e3dlvx (/,Lg (8—23yu + Vx’0>> + 82—R638y(lu,38y’0)
dans lequel on a posé r = RL pour le coefficient de friction.
D’autre part, si on suppose le régime asymptotique suivant :
; A
et v, i _ e2u;, i =2,3 and — = %, (3.23)

R€1 - Rei Re A
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ou v;, i = 1,2,3 et v sont des viscosités variables, et que l'on néglige les termes d’ordre €, le
systéme (3.22) est réduit a :

( Oip + div, (pu) + 9y (pv) = 0,

1
O (pu) + divy, (pu®u) + 9y (pvu) + vap+r,o|u| u=

* 2div, (11Da(W)) + 8, (v2dyu) | (3.24)

M?
Oyp = ——2
L yp Fr2 pa

posé sur le domaine Q = {(z,y); v € Q, 0 <y <1} et t € [0,7], T > 0 ot Q, = [0, 1] pour le
modéle en dimension 2 et c¢’est un tore bidimensionnel pour le modéle en dimension 3. On les
appelle équations primitives compressibles simplifiées, noté EPCs.

En simplifiant par M, = F,, une solution de I’équation hydrostatique du systéme (3.24) est
de la forme :

p(t,x,y) =&(t,x)e”™ (3.25)

ou & = {(t,z) une fonction qu’on appelle encore « densité ». La structure stratifiée de p permet
de justifier a posteriori le choix de la condition initiale (3.18). D’autre part, cette structure nous
renseigne sur p. En effet, dés lors que £ est connu, pour chaque altitude y, le profil de p est donné
par £. Cette remarque suggére donc de chercher les équations satisfaites par &.

Dans les Sections 3.3 et 3.4, on montre un résultat d’existence de solutions faibles en dimension
2 d’espace, sans le terme de friction, et un résultat de stabilité de solutions faibles en dimension
3 d’espace pour le modéle ci-dessus.

3.3 Un résultat d’existence de solutions faibles pour les EPCs en
dimension deux

Dans cette partie, on établit un résultat d’existence pour le modéle (3.24) en dimension 2
d’espace sans le terme de friction. Les équations régissant le fluide compressible sont :

Op + 0z (pu) + 0y (pv) = 0,
d(pu) + 0z (pu?) + 9y (puv) + dpp = 05 (110,u) + 9, (120,u), (3.26)
Ayp = —p

ou x, y désigne les variables d’espace horizontale et verticale. (u,v) est le champ de vitesse du
fluide de composante horizontale (resp. composante verticale) u (resp. v) et p la pression donnée
par (3.13).

On suppose que la viscosité horizontale vy est donnée par :

vi(t 2,y) = voe ™ (3.27)

ol vy est une constante positive, et que vy est une fonction suffisamment réguliére. Cependant,
par souci de simplicité, on considére vo sous la forme :

vy = vpeY.
On supposera également vy = 1 dans la suite de cette section. On adjoint au systéme, posé sur

Q={(z,y) eR%0<z<1,0<y<1},
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les conditions aux limites suivantes :

Up=0 = Ujp=1 = 0,
V=0 = Vjy=1 =0, (3.28)
ayu‘yzo = 8yu‘y:1 =0.

et les données initiales suivantes :
Ujt=0 = uo(x,y),
7 3.29
Plt=0 = §o(x)e™ ( )

ou &p est supposé borné :
0<m<E <M <oo.

Dans le reste de cette section, on dit que :

Définition 3.3.1. Une solution faible du systéme (3.26)-(3.28) est un triplet de fonctions
(p7 uav)i tel que p = 0,

p € L®0,T;Wh(Q)), dp € L*(0,T;L*(Q)), (3.30)
we L20,T;W22(Q)) nWh2(0,T; L*(Q)), v e L*0,T;L*(Q)) (3.31)
satisfaisant (3.26) au sens des distributions. En particulier, l’identité intégrale suivante est véri-

fiée pour toute fonction ¢|t:T = 0 réguliere a support compact :

T
/ / pudyd + putdyd + puvd, ¢ + pdyd + pvd dadydt
0 Q

T (3.32)
= — / / V10,0, ¢ + 20, u0y ¢ drdydt + / U PoP|t—o drdy.
0 Q Q

On a le résultat principal suivant :

Théoréme 3.3.1. On suppose que les données initiales (Eo, ug) ont les propriétés suivantes

(50, uO) € Wl,Q(Q)a U |z=0 = UO|z=1 = 0.

Alors, il existe une solution faible au sens de la Définition 3.3.1 ou p(t,x,y) est une fonction
bornée et strictement positive.

3.3.1 Preuve du résultat d’existence
La structure stratifiée de la densité p (3.25), suggére le changement de variable suivant :
z=1—e". (3.33)
Ceci permet alors de considérer le modéle initial (3.26) en un modéle plus simple d’inconnues

&(t,x), u(t,z,2), w(t,z,z))

ol w défini le profil vertical de la vitesse dans les nouvelles coordonnées. En particulier, w a pour
expression :
w(t,z,z) = e Yu(t,z,y). (3.34)
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En multipliant les deux premiéres équations de (3.26) par e¥ et en utilisant le changement de
variables (3.33) et (3.34), on obtient le modéle, dit modéle intermédiaire, suivant :

€ + 0x(§u) + 9:(Ew) = 0,
Op(€u) + 0, (6u?) + 0, (Euw) + 0,6 = 9,(0,u) + 9.(0.u), (3.35)
D.& = 0.

posé sur le domaine
Qh:{(ﬂlﬂ,z’);O<uv<1,0<z<hawech:1—e*1}

écrit en variable (z, z).

Le modeéle (3.35) est exactement celui étudié par Gatapov et al. [53]. Ils 'ont obtenu & partir
des équations (3.26) en négligeant certains termes & l'instar de la dérivation présentée. En outre,
ils définissent les solutions faibles comme suit :

Définition 3.3.2. Une solution faible de (3.35) satisfaisant les conditions auz limites,

Uz=0 = Uz=1 = 0,
Wy=0 = Wz=p, = 0, (3.36)
({9Zu‘z:0 = 8zu|z:h = 0,

est un triplet (&, u,w) de fonctions tel que § > 0,
£ L0, T;Wh%(0,1)), 0 € L*(0,T; L*(0,1)), (3.37)
we L2(0,T; W32(Qp,) N W20, T; L2(Q)),  w € L*(0,T; L*()) (3.38)

vérifie le modeéle (3.35) au sens des distributions. En particulier, l’égalité suivante est vérifiée
pour toute fonction ¢|t:T = 0 réguliere a support compact

T
/ / Eudpp + EU0,0 + Euwd, ¢ + £0,¢ drdzdl
O T (3.39)

:—/ / quﬁdwdzdt—i—/ U0 P|i=o drdz.
0 Jo, Q

Ils ont prouvé le résultat suivant :

Théoréme 3.3.2 (B. Gatapov et A.V. Kazhikhov [53]). On suppose que les données initiales
(&0, up) ont les propriétés suivantes

(505 UO) € W172(Qh)a U |z=0 = U0|z=1 = 0.

Alors il existe une solution faible au sens de la Définition 3.3.2 ou &(t,x) est une fonction bornée
et strictement positive.

Donc, en supposant que la donnée initiale (§p,up) a la régularité suivante :
(£0,u0) € W), |0 = Ugppy =0,
le théoréme précédent donne l'existence d’un triplet (£, u,w) de fonctions, tel que
£ € L0, T;Wh(0,1)), ¢ € L*(0,T; L*(0,1)),
uc L2(0,T; W22(Qp,) nWH2(0,T; L2 (%)), w € L*(0,T; L*(Q4))

satisfaisant (3.35) au sens des distributions.
Par suite, en utilisant le changement de variable inverse y = —In(1 — z) dans les estimations
précédentes, on obtient :
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* llollr2@) = @lléllz2 0,1

° HampHLQ(Q) =a HaxgHLQ(OJ)’
° ||at,0||L2(Q) =« ||at£||L2(0,1)
[ ]

1Oyl 20y = all€l] L2(0,1)
ol la constante « est donnée par

1—e~ 1
a:/ (1 —2)dz < 4o0.
0

On en déduit
ol = o 1El 2o -

De plus, on a les estimations suivantes sur la densité
p € L>0,T; WH?(Q))

et
Oip € L*(0,T; L*(Q)).

Les estimations sur u sont encore vraies et il suffit de remplacer ; par £ dans l'estimation
ci-dessus. En appliquant le changement de variable sur w, en posant v(t,z,y) = e’w(t,z,y) on
obtient alors :

v e L*0,T; L*(Q)).

ol 2y = //\vtwy dydx—/ / \eYw(t, x,y)|? dyda
1—e™
= // ( > \w(t,z, 2)|* dz dx

< & wll2q,) -

En effet

Ce qui termine la preuve du Théoréeme 3.3.1.
[ |

3.3.2 Preuve du résultat d’existence de B. V. Gatapov et A. V. Kazhikhov

Pour la beauté mathématique du Théoréme 3.3.2 dit & Gatapov et al. [53], on rappelle la
démonstration de ce dernier. Les équations (3.35) ont été obtenues par ces auteurs en négligeant
un terme et les moyennes qu’ils utilisent sont & poids, e”Ydy, contrairement a la méthode avec
changement de variables proposé dans la section précédente.

Les étapes de la démonstration sont :

e dérivation formelle du modéle (3.35),

e écriture du modele (3.35) verticalement moyenné,

e estimations a priori du modele (3.35),

e bornes sur la densité ¢ (par un changement de variables en coordonnée Lagrangiennes) et

estimations supplémentaires,

e point fixe de Schauder.

Sans perte de généralités, on supposera, ici, que §2 est le carré unité et 0 <t < 7T.
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3.3.2.1 Le modéle intermédiaire

En intégrant les équations (3.26) pour 0 < y < 1, compte tenu des conditions aux limites
(3.29), ils obtiennent :

0,6 + 0, (€T0) = 0, (3.40)
Onn) +on(eu + e w0 + 0,6 = (w [ way (3.41)
o 1
t u(t,x) :/0 u(t,z,y)e Ydy
.

w=u-—u.

En négligeant le terme w, il vient alors le systéme :
& + 0, (€u) =0, (3.42)
1 [R—
ay(ea) + 8, (@2 te / <u2 - ﬁ2) dz) + 0,6 = 0% (3.43)
0

formellement proche des équations de Navier-Stokes moyennées. Ils sont donc amenés a considérer
le modeéle (3.35) a la place du modeéle (3.26) posé sur le carré unité €.

3.3.2.2 Estimations a priori

De maniére classique, en multipliant les équations de la conservation de la quantité de mou-
vement de (3.35) par u, on obtient ’équation d’énergie :

i 1 1 u_2 - 1 1 , ) )
dt/o /0 <f 5 +¢1In(§) £+1> dmdz+/0 /0 (0yu” 4 0,u”)dzdz = 0. (3.44)

De cette égalité, on en déduit les estimations a priori suivantes :

1 1 1
sup / En(¢) — ¢+ 1dx < Cet sup / £(t,x) </ u2(t,m,z)dz> dx < C
0<t<T Jo 0<t<T JO 0
ot C est une constante positive dépendant des conditions initiales et du domaine €2 (de maniére
générale, dans la suite, on notera toujours C une telle constante).

En outre, puisque u2 > @2, on a immédiatement :

1
sup / E(t,x)a’de < C.
0<t<T JO

De maniére équivalente, en posant 7 =t et 0,1 = £ (le changement de variable en coordonnées
Lagrangiennes que l'on introduit a la Section suivante 3.3.2.3), l'estimation précédente s’écrit
aussi : .
sup / (@(r,m)*dn < C. (3.45)
0<r<TJo
De maniére identique, on obtient :

T 1 1 T 1
/ / / (00 + 0,u?) dzdzdt < C et / / £(9,u)% dndr < C.
0 0 JO 0 0
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3.3.2.3 Borne de £ et estimations supplémentaires

On introduit les coordonnées Lagrangiennes :

n(t, ) :/ £(t,s)ds, T=t.
0
Les équations (3.42)-(3.43) en variables (7,7) sont alors :
1
87— (g) — anﬁ,
0-U + Opp = 0, (&0, 1)

ou p := (1 4 po) avec po(r,n) = u2 — @ > 0.
En partant de la premiére équation du systéme (3.47), on écrit :

£0, T = —%375 = —0,In(¢).

En injectant I'expression de {0,u dans la deuxiéme équation, on a :
éhﬁ‘kaﬂ7:‘_a¥%ln@)

que l'on intégre entre 0 et 7 < T :

u-—ug+ 3,7/0 pds = =0y In(&)|r + 0y In(§)|r—o-

Sans perte de généralité, on peut supposer ,—o = 1. Par conséquent,

Uy — U =0, <ln(£)—|—/0Tpd8>.

Puisque par (3.45), @ € L>(0,T,L?(0,1)), et de ce qui précéde, on en déduit :

I (111(5) + /OTpd8>

< C.
L2(0,1)

sup
o<r<T

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

D’autre part, en intégrant directement la premiére équation du systéme (3.47) entre 0 < n < 1:

1 1 1 1
/ 0, <—> dn = Uj;=1 — U= = 0, 1e. 87/ <—> dn =0,
0 \€ 0 \&

on tire ’égalité suivante :
1 1 > 1 1
/0 <§(T7 77) 0 60(77)

Par continuité de la fonction &, on a :

v, Ino = no(7); &(mymo(7)) = 1.

Ainsi, en intégrant I’équation (3.48) entre n(7) et n, pour n quelconque, on obtient :

T T mn
10g§+/ pds:/ p(s,no(T))ds—l—/ up — udt.
0 0 70



148 CHAPITRE 3. FEuzistence et stabilités de solutions faibles

En prenant I’exponentielle, I’égalité précédente s’écrit :

srmesn ([ ats.n)ds) = v (B0, (350)

ou

Y(r) = exp ( / TP(37770(T))d8> et B(r, ) = exp ( / :u_o—ﬁd§> |

La fonction B est bornée grace a l'estimation sur u (3.45). Il reste donc a montrer que Y l'est
également. A cet effet, on a d’une part :

x 1
sup po(t,x) =/ Dzpo dw</ |O0xpo| dx
0 0

0<n<1

et d’autre part, en écrivant que :
o 1
o,u? = 2/ ud,udz et 9,u° = 2U0, T,
0
puis en les combinant, on trouve :

1
dx + 2/ [ao,u| du.
0

1
/ ud,udz
0

Le premier terme & droite de I'inégalité est controlé en appliquant successivement 'inégalité de
Cauchy-Schwartz et Poincaré. Quant au deuxiéme terme, il découle de I'inégalité géométrique et
de 'estimation sur U et en particulier du fait que :

/01 (/Olaxudz>

En d’autres termes, on a

1
sup po(t,r) < 2/
0<n<1 0

2 1 1
dx = / (0,9)% dx = / £(0,0)? dn < +oo0.
0 0

sup po(t,z) < +oo.
0<n<1

Dés lors, il découle :

1
/ sup po(7,n)dr < C. (3.51)
0

0<n<1

De plus, en multipliant 1’équation (3.48) par (1 + po(7,7)), puis en intégrant par rapport a 7, il
vient :

o ([ ptsmas) =14 [ "0 ls. )Y (9B s
0 0
Par conséquent, (3.48) prend la forme suivante :
(14 [ @t mismy (B ds ) =¥ (B, (3.52)
0
En prenant 7 = 1o(7), i.e. £(7,70(7)) = 1, on en déduit Y (7) = B~ (7,10(7)) = C > 0. La borne

supérieure est obtenue en appliquant le lemme de Gronwall a I’équation (3.52) et en utilisant
(3.51). On a donc Y borné. Ainsi, via ’équation (3.50), on en déduit que £ est bornée.
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De plus, par I’équation (3.49), on a :

10 ()] 0 (0.7, 12(0,1y) < 00

et 1/£ étant borné, on obtient :

N

‘lang“Lw(o7T,L2(0,1)) < C. (3.53)
D’autre part, par les équations du systéme (3.47) : il vient respectivement,
T 2
"aTgl‘Loo(07T7L2(071)) < 0 et A H(?tuHLg(OJ) dt < C.
Par I’équation de continuité (3.35), on a aussi :

10wl 20,7522 () -

Toutes les estimations obtenues sont suffisantes pour appliquer le théoréme de point fixe de
Schauder en utilisant la formulation moyenne-oscillation.

3.3.2.4 Preuve du Théoréme d’existence 3.3.2
On cherche une solution du systéme (3.35)-(3.36) sous la forme
u(t,xz,z) =a(t,z) +u(t,z, z). (3.54)

oll u est la partie oscillante du champs de vitesse horizontale qui satisfait la condition
1
v(t, ), / u(t,z,z)dz = 0.
0

On injecte I'expression (3.54) dans les équations (3.42)-(3.43), on aboutit a :
0+ 0.(6u) =0, (3.55)

1
oy (&) + 0, (@2 +¢ /0 u dz> + 0,& = 0’1 (3.56)

De méme, en utilisant les équations précédentes dans (3.35), pour lequel u a été écrit comme
dans (3.54), on obtient le modéle a divergence nulle suivant :

9z (&u) + £0:(w) =0, (3.57)
1
9, (£0) + 9, (€ (20T + u?)) — 9, (5 / u’ dz> + 0, (¢wn) = 9% + 921, (3.58)
0
9.6 = 0. (3.59)

Pour terminer la preuve, Gatapov et al. [53] appliquent le théoréme de point fixe de Schauder
(rappelé en Annexe C) sur 'opérateur suivant :

A: K = K,
ﬁl — A(ﬁl):ﬁg

ou K est déterminé par les estimations préliminaires sur u (donc sur u compte tenu de la relation
(3.54)). Plus précisément, d’aprés I'estimation (3.45), ils définissent I'ensemble K par :

K = {8 [1ll2 2@ <k < +o0} .

L’opérateur A est défini par la composée de deux opérateurs A;, i = 1,2 donnés comme suit :
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e Pour tout u € K, Ap(u) = ({,1) € K x K est une solution du systéme d’équations :

1
O (€T) + 0, <§ﬁ2 + ¢ / u’ dz> + 0,6 = 0%,
0.¢ i _—

e Pour tout (§,u) € K x K, A1({,1) = u est une solution de I’équation parabolique :

1
Dy (€0) + 9, (€ (20T + u?)) — 9, <§/ u’ dz> + 0. (¢wu) = 91 + 0°u
0

avec
1 4
§Jo

obtenue a partir de ’équation a divergence nulle (3.57).

w =

u(t,z,72)dz

Remarque 3.3.1. Les opérateurs A;, i = 1,2 sont bien définis.
En effet, étant donnée u, l'existence d’un couple (§,u) découle du résultat d’Antontsev et al.
[3]. Par ailleurs, & étant borné et par définition de @, on a (&,7) € K2, donc Ag est bien défini.
L’équation (3.58) étant parabolique, elle admet une solution w € L?(0,T;W?2(Q))N K. Ce
qui permet donc de définir l'opérateur A .

Les hypothéses de Schauder sont alors vérifiés dans lespace K cc E = L*(0,T,L*(Q2)) (cC
désignant l'injection compacte) en utilisant des critéres de compacité tel que :

Wh2(Q) cc L (), V1 < 5 < +00

et compacité faible dans un Banach réflexif. -

3.4 Un résultat de stabilité de solutions faibles pour les EPCs en
dimension trois

Dans cette section, on s’intéresse a la stabilité de solutions faibles du modéle (3.24) en di-
mension 3 d’espace posé sur

Q={(z,y);x€Q, 0<y <1}
ou {2, est un tore bidimensionnel. On choisit le profil des viscosités comme suit :

Vl(t7x7y) - Vp(tax7y)eiy7
V2(t’x,y) = V,O(t,:c,y)e%,

ol v est une constante positive. On impose les conditions aux limites suivantes : 92 :

conditions périodiques sur 92,
=0 = V=1 =0, (3.60)
3yu\y:o = ayu|y:1 =0.
et les conditions initiales :
u(0,z,y) = uo(z,y),
p(0,2,) = Eolz)e .
Contrairement au modéle en dimension 2 considéré dans la section précédente, le terme de friction
est utile pour obtenir le résultat de cette section.

On définit alors une solution faible du sytéme (3.24) par :

(3.61)
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Définition 3.4.1. On dit que (p,u,v) est une solution faible du systéme (3.24) sur [0,T] x €,
avec les conditions auz limites (3.60) et les conditions initiales (3.61) si

p € L>0,T;L*(Q)), VP € L=(0,T; H(Q)),
Vou € L*(0,T; (L*(Q))%), Vv € L(0,T; L*()),
VPD.(u) € L2(0,T; (L*(2)*?), /pdyv € L*(0,T; L*(Q)),
Vb € L*(0,T; (L*(2))%), p =0,

et (p, \/pu,/pv) satisfait
{2+ (o) 07 =0 562
p(0,7,y) = po(z,y) '

au sens des distributions et si [’égalité suivante est vérifiée pour toute fonction ¢ réguliére a
support compact telle que o(T,x,y) =0 et po = Y=o :

/ / pudpp drdydt + / / (2upD,(u) — pu® w) : Vo dedydt

/ /pvu@ wdmdydt—/ /VUB (pe*0,p) dwdydt—i—/ /rp]u]uapdxdydt (3.63)

/ /pdw dxdzdt—i—/ /pvgodxdzdt /pouogoo dxdy.
Q

Le résultat principal de cette partie est décrit dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.1. Soit (py, Uy, vy,) une suite de solutions faibles du systéme (3.24), avec les
conditions auz limites (3.60) et les conditions initiales (3.61), vérifiant les égalités d’entropie
(3.73) et (3.88) telle que :

pn =0, pt— po dans LY(Q), phul — poug dans L*(Q). (3.64)

Alors, quitte & extraire une sous-suite,
e pyn converge fortement dans C°(0,T; L3/%(Q)),
/Pt converge fortement dans L*(0,T; (L32())?),
Pty converge fortement dans L' (0,T; (L*(Q))?) pour tout T > 0,
(Pns /Prtn, /Pnn) converge vers une solution faible du systéme (3.62),
(P, Un, Uy) satisfait les inégalités d’énergie et d’entropie (3.73) et (3.88) et converge vers
une solution faible du systéeme (3.24)-(3.17).

Suivant I'idée principale de la section précédente, on dérive un modeéle intermédiaire pour
prouver ce résultat. On utilise donc le changement de variable suivant :

r=z, t=t, z=1—¢e" (3.65)

et on pose :
w(t,z,z) = e Yu(t,z,y). (3.66)

On aboutit (en procédant de la méme maniére que dans la section précédente) au modéle inter-
médiaire suivant :

& + divy (Eu) + 9, (Ew) =0,
O (Eu) +divy (u®u) + 0, (Euw) + Vi€ + 7€ |uju = 2vdiv, (§D,(u)) + u@?({u),
0.¢£ =0.
(3.67)
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Dans les nouvelles variables, les conditions aux limites (3.17) et les conditions initiales (3.18)
s’écrivent :
conditions périodiques sur €2,
W)z=0 = Wz=h = 0, (368)
8ZU|220 = 8zu|z:h =0
et
u(0,z,z) = ug(z, 2),

§(0,7) = &o(x)

ou Qp = Q, x [0,h] avec h = 1 — e ! et Q, = T2 Ce modéle, par la présence de I’équation
0. = 0, est beaucoup plus simple a étudier (comme souligné précédemment dans l'introduction
de ce chapitre). Ainsi, une fois le résultat établi pour le modéle intermédiaire, le Théoréme
principal 3.4.1 est immédiat par le changement de variable inverse y = —In(1 — z).

(3.69)

3.4.1 FEtude de la stabilité de solutions faibles du modéle intermédiaire

On définit une solution faible des équations (3.67) par :

Définition 3.4.2. on dit que (§, u,w) est une solution faible du systéme (3.67) sur [0,T] x Qp,
avec les conditions auz limites (3.68) et les conditions initiales (3.69), si

€€ L(0,T; L¥ (), V&€ L™, T; H' (),

\@ueL%OTL%mm Véw € L0, T; (L*(Q))?)
VEDL(w) € L*(0,T; (L*(0))%?), /€0,w € L*(0,T; L*()),
vw&ﬂuﬂw<»> €0,

et (&,\/€u, \/€w) satisfait

{ 0 + divy(VEVEu) + 0.(V/E/Ew) = 0, (3.70)
£(0,2) = &o(x)

au sens des distributions et si les égalités suivantes sont vérifiées pour toute fonction ¢ réguliére
a support compact telle que p(T,x,z) =0 et g = pi—g -

T T
—/ / Eudpp drdzdt +/ / (2v€D,(u) — Eu® u) : Vypdrdzdt
Qh Qh,

/ / Ewud,p drdzdt — / / véud o dedzdt + / / r&|ulwp dedzdt (3.71)
Qh Qh
/ / Edivg () dedzdt = Eougpo drdz.
Qh Qh

On obtient le résultat de stabilité suivant :

Théoréme 3.4.2. Soit (&, Un,w,) une suite de solutions faibles du systéme (3.67) avec les
conditions au bord (3.68) et les conditions initiales (3.69), satisfaisant les inégalités d’energie et
d’entropie (3.73) et (3.88), telles que :

€0 >0, & =& dans LNQ),  Ehuf — ouy dans L'(Qy). (3.72)

Alors, quitte a extraire une sous-suite,
o &, converge fortement dans C°(0, T L3/2(Qh)),
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VEntn converge fortement dans L*(0,T; (L2 (Qp))?),

Entin converge fortement dans L'(0,T; (L' (Q4))?) pour tout T > 0,

(&n, \/g_nun, Enwy) converge faiblement vers une solution du systeme (3.70),

(&n, Un,wy,) satisfait les égalités d’énergie et d’entropie (3.73) et (3.88) et converge vers
une solution faible du systéme (3.67)-(3.68).

On divise la preuve du Théoréme 3.4.2 en deux étapes.

1. Dans la premiére, on établit les estimations a priori pour le triplet (£, u,w) (c.f. Section
3.4.1.1),

2. puis, supposant l'existence d’une suite de solutions faibles (&,,u,,w,), on obtient les
convergences (&, Uy, wy,) (dans les espaces fonctionnels appropriées) nécessaires pour pou-
voir passer a la limite dans tous les termes du systéme (3.67) (c.f. Section 3.4.1.2).

3.4.1.1 Estimations d’énergie et d’entropie

Les premiéres estimations a priori sont obtenues par l'inégalité d’énergie physique qu’on
établit de fagon classique. On multiplie ’équation de conservation de la quantité de mouvement
par le champ de vitesse et on intégre par parties en utilisant les conditions aux limites :

% <5U‘; L (ElnE—¢+ 1)> dxdz+/ Ve (2 1D, (u))? + |8Zu|2> dxdz+/ réu)? dedz = 0.
Qp, 978 Qp,
(3.73)
En exploitant cette égalité, on obtient les estimations suivantes
V/€u borné dans L>(0,T; (L?(Qp))?), (3.74)
€*u borné dans L3(0,T; (L3 (Q4))?), (3.75)
V€d.u borné dans L2(0,T; (L*(Q4))?), (3.76)
V€D, (u) borné dans L(0,T; (L2(2,))2*?), (3.77)
£Iné — €+ 1 borné dans L°°(0,T; L' (Q4)). (3.78)

Comme 'ont souligné plusieurs auteurs (c. f. [25, 82|), la difficulté dans la preuve de la stabilité
de solutions faibles dans ce type de modéle consiste & passer & la limite dans le terme non linéaire
fu®u qui requiert une convergence forte de \/E u. Il semble nécessaire d’acquérir des informations
supplémentaires sur la densité £. Dans cette perspective, on utilise une entropie mathématique,
appelé BD-entropie [24] qu’on adapte au cas présent.

En prenant le gradient de la premiére équation de (3.67) par rapport a z, on écrit :

V€ + Vi (&divg(u)) + Ve(u- V&) + 9.V, (§v) = 0.

En multipliant cette équation par 2v et en écrivant les termes V£ sous la forme £V, In&, on
aboutit &

Oy (2v&V, In &) + divy (2vEV In€ @ 1) + 9, (20EV, Infw) + div, (2vEViu) + 0. (2vEVw) = 0.

(3.79)
Ensuite, on somme ’équation (3.79) avec I’équation de conservation de la quantité de mouvement
(3.67) pour obtenir

O (E)+div, (Y @ Eu)+0, (Ew )+, (2v€ Vw) 4V, € = 2udiv, (A, (1)) —r€ |u] u+vED, (0,u)
(3.80)
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ott ) =u+2vV,In¢€ et 24, (u) = V,u— Viu est le tenseur de taux de vorticité. Enfin, 'entropie
mathématique est obtenue en multipliant 1’équation ci-dessus par v et en intégrant par parties
sur €y, :

O (&) dadz + / divg(§y @ u)y dedz + 0.(Ewn)pdadz +2v | 9.V, (Ev)y dedz

Qh Qh Qh Qh
—21// divy(EAz (1)) da:dz—u/ 0.(£0u)y dxdz—i—r/ ¢luluy dxdz—i—/ V€ drdz = 0.
Qh Qh Qh, Qh
(3.81)
En regroupant les trois premiers termes de cette égalité, on a
/ (Bt (&) + divy (¥ @ &u) + 0, ({ww) Ydrdz = —/ §|1’Z)| dzrdz. (3.82)
Qp,
Comme
/ 2vdivy (EAL(u)) VyIn€dr =0
Qh, T
et grace aux conditions périodiques sur {2 ., on a :
/ ovdiv, (EAy(0))udzdz = 2v | €|A(u)| dadz. (3.83)
Qp, Q,
En dérivant I’équation de la masse du modéle intermédiaire par rapport a z, on obtient
d.div,(Eu) = —£0%w
En utilisant alors cette égalité et le fait que 0.£ = 0, on écrit :
0. (v Vyw) Y drdz = 0. (2v€ Vyw) udedz
Qh Qh
= / wd,div,(§u) dxdz (3.84)
Qp,
= ¢ |0,w]? dedz.
Qp,
Le traitement des autres termes de (3.81) est immédiat :
/ ré |u|uy dedz = / r|uf® dadz +/ 2ur luluV € dxdz, (3.85)
Q Q Q
/ v0, (0,u) Y dedz = / vé|.ul® dadz. (3.86)
Qh Qh,
et
/ V& drdz = / V€udxdz + 21// V&V In€dxdz
n g ) (3.87)
- = (glng €+ 1) dedz + 81// vm\/é( dzdz.
Qp
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Finalement, en rassemblant les résultats (3.82)(3.87), 'équation (3.81) permet d’obtenir, I’éga-
lité d’entropie suivante :

d

dt Jo, <5W Tememiy 1) dwdz+ /Qh (2V§ |0:w]? + 20¢ | Ap (w)? + 1€ lazu\Q) drdz

N / <r§|u|3+2yr|u|uV£+8V‘Vm\/g‘2> drdz = 0. (3.88)
Qp

De ce qui précéde, on en déduit les estimations suivantes :

V/€ borné dans L2(0,T; (L*(Qp))?), (3.89)
V€D, w borné dans L2(0,T; L*()), (3.90)
V€A (u) borné dans L(0,T; (L?(Q5))2*?). (3.91)
v\/ borné dans L>(0,T; (L (Q4))%), (3.92)

De plus, en combinant les estimations (3.77),(3.76), (3.90) et (3.91), il vient
VEVu, /EViu borné dans L2(0,T; (L?(Q5))%*?), (3.93)

en particulier,

V/€div,(u) borné dans L2(0,T; L?(Qy)), (3.94)

Remarque 3.4.1. L’estimation (3.92) est une conséquence directe des estimations

\/51/1 S LOO(Ov T, (L2(Qh))2)
et

VEue L2(0,T, (L*(Q))2)
\/g¢ = \/EU—F V:v\/g

Ces estimations sont suffisantes pour établir le Théoréme 3.4.2.

car

3.4.1.2 Preuve du Théoréme 3.4.2

Cette partie est la seconde étape de la preuve. On suppose qu’il existe une suite (&,, u,, w,) de
solutions du systéme (3.67) au sens de la Définition 3.4.2. On montre d’abord la convergence de la
suite v/ &,. Puis, on cherche les bornes des suites v/&,u,, et \/&,w,, dans les espaces fonctionnels
appropriés, dans le but de montrer que la suite \/&,u,, converge fortement et ,u,, faiblement.
Convergence de /&,

Pour commencer, on a le lemme suivant :

Lemme 3.4.1. Si (&, uy, wy,) est solution du systéme (3.67), alors
V€n est borné dans L°°(0,T, H*(Q,)),
i/ En est borné dans L*(0,T, H 1 (Qy)).

Par conséquent, quitte a extraite une sous-suite, la suite &, converge presque partout et fortement
dans L*(0,T; L*(,)). De plus, &, converge vers € dans C°(0,T; L3/2(Qh)).
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Preuve de Lemme 3.4.1 :
L’équation de la conservation de la masse fournit :

Ve )1 720,y = I1€8 111 @)-
De P'estimation ci-dessus et (3.92), on a
V€, borné dans L®(0, T, H' (Qp)).
En utilisant de nouveau 1’équation de la conservation de la masse, on écrit :
(Ve = —%\/adivx(un) Vo — e,
= S VEdiva(un) — diva(un/G) — VD,
Donc, d’apres les estimations (3.94), (3.74), et (3.90), on en déduit :
d\/€, borné dans L2(0,T, H ().
De surcroit, en utilisant le Lemme d’Aubin (c.f. Annexe C-Théoréme C.0.3), il vient
V/€n converge fortement dans /€ dans C°(0, T, L2()). (3.95)
En utilisant les injections de Sobolev (c.f. Annexe C), on a aussi
/€, borné dans L>®(0, T, LP(2,)) pour tout p € [1,6].
En particulier, pour p = 6, on en tire &, borné dans L>(0,T, L3(€,)) et déduisons que
Enly, = /En\/Entty, est borné dans L(0, T, (L% ())?). (3.96)
Combiné a l'estimation (3.90), il en découle
9y, borné dans L=(0,T, W ~13/2(Q))

puisque
8t§n = _div(fnun) - gnazwn

Enfin, en écrivant que :
Vobn = 2/ Vo/En € L=(0,T; (LY ())?),

il vient :
& est borné dans L>(0, T W1’3/2(Qh)).

De nouveau, le Lemme d’Aubin (c.f. Annexe C-Théoréme C.0.3) permet d’obtenir la compa-
cité de la suite &, dans espace C°(0,T; L3%(€)). D'ou

&, converge vers & dans C°(0,7; L3/2(Qh)).
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Bornes de \/&,u, et /& w,

Pour pouvoir passer a la limite dans I’équation de conservation de la quantité de mouvement,
il est nécessaire de controler les termes /&1, et \/Epw,. A cet effet, on a le lemme suivant

Lemme 3.4.2. Si (&, uy, wy,) est solution du systéme (3.67), alors
VEnt, borné dans L>(0,T; (L*(Q4))?)

et
VEw, bornée dans L*(0,T; L*(4,)).

Preuve du Lemme 3.4.2 :
Comme (&,, Uy, wy,) est solution du systéme (3.67), de l'estimation (3.74), on a

£uu,, borné dans L>(0,T; (L*(Q,))?).

Il reste maintenant a controler la suite \/&,w, dans L*(0,T; L*(Q)).
Puisque &, = &, (¢, z) et que l'estimation (3.90) est satisfaite, en appliquant 'inégalité de Poin-

caré, on écrit :
h 9 h
/ ‘ Enwy| dz < c /
0 0

Ainsi, en intégrant sur €., on obtient
/ &n ]wn\Q dxdz < c/ &n lazwn\Q dxdz.
Qh Qh

2
0. (\&uwy)| dz.

D’ou
V/€w, borné dans L?(0,T; L*(Q)).

Convergence de &,u,

Les bornes de v/&,u,, et v/&,w, sont maintenant connues via le Lemme 3.4.2. On peut donc
démontrer la convergence de &,u,,.

Lemme 3.4.3. Soit m, = &,u, une suite satisfaisant I’équation de conservation de la quantité
de mouvement (3.67). Alors, on a

Entty, — m  dans L*(0,T; (LP(Q))?) fortement, V1 < p < 3/2

et
Eny, — m  pour presque tout (t,z,z) € (0,T) X Q.

Preuve du Lemme 3.4.3 :
En écrivant le terme V,(&,u,) sous la forme :

Vi(€ntn) = @@Vmun +2v/&u, @ Vy \/g_m

on en déduit :
V. (€au,,) est borné dans L2(0, T (L' (€,))%?). (3.97)



158 CHAPITRE 3. FEuzistence et stabilités de solutions faibles

Ensuite, on a

0. (Ea1p) = V/En /€02 (uy,) borné dans L2(0, T (L3/2(Q))?). (3.98)
De méme, il vient
Ently, = /En/Entty borné dans L2(0,T; (L2 (Q))?). (3.99)
A partir des estimations (3.97)—(3.99), on déduit que
a1, est borné dans L2(0, T; W1 (Q,)?). (3.100)

D’autre part, en écrivant 1’équation de conservation de la quantité de mouvement de (3.67) :

at(fn un) = —div, (gn u, ® U—n) -0, (gn U, wn) - fon
+2i1divy (§an(U-n)) + 120, (Snazun)

—r&, u,| uy,.
Puisque
Eally @ Uy = \/Euy, @ \/Euy, (3.101)
on en déduit que :
£a11, ® U, est borné dans L°°(0, T; (L1 (Q,))2%2).

Puisque pour tout p > 3, Wl’p(Qh) C L*°(Qy,), alors
LY Q) © (L)) © (WP () = W7 ()

ot (X)' désigne I'espace dual topologique de X, et p’ = P 7 est le conjugué de p. En particulier,

pour p =4, on a -
div, ({1, ® uy,) borné dans L*°(0, T (W72’4/3(Qh))2).
De méme comme &, u,w, = \/&u,\/Ew, € L*(0,T; (L' (Q4))?), il vient :
9. (&,upwy,) borné dans L2(0, T (W_2’4/3(Qh))2).

Par ailleurs, puisque

V€D, est borné dans L2(0,T; (L3/2())?)

et

VEn/€n Do (1) est borné dans L2(0, T (L2 (€,))2*2),
on obtient

82(\/§n\/§_nazun) borné dans L2(O,T; (W71’3/2(Qh))2)
et

diva (v/€n\/€n Da (1)) borné dans L2(0, T; (W 53/2(Q,))?).

De méme, on a :

V.&n borné dans L®(0, T, (W13/2(Qp))?).
En outre, I'injection continue de W~13/2(,) dans W~5/3(Q,) donne :
dy(&puy,) borné dans L2(0, T; W=24/3(,)?). (3.102)

En utilisant les estimations (3.100) et (3.102) et en appliquant le Lemme d’Aubin, on trouve
finalement le résultat de compacité suivant :

a1, borné dans L?(0,T; (LP(Q4))?), Vp € [1,3/2]. (3.10%
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Convergence de \/{,u, et &,w,

En vue de définir la limite de la suite u,, on pose u = m/{ pour tous les £ > 0. Cependant,
il y a une ambiguité lorsque £ = 0. Dans cette perspective, on prouve le lemme suivant :
Lemme 3.4.4.
1. 8i (&n, Un, wy,) est solution du systéme (3.67) alors on a
m
o /&nu, converge fortement dans L*(0,T; (L?(Q))?) vers N3

e m = 0 presque partout dans l’ensemble {{ = 0} et il existe une fonction u telle que
m = E€u, et

Entty — Eu fortement dans L*(0,T; (LP(,))?) pour tout p € [1,3/2], (3.104)

Véntn — /& fortement dans L*(0,T; (L*(,))%). (3.105)
2. La suite \/Eyw, converge faiblement dans L*(0,T; L*(,)) vers v/€w.

Preuve du Lemme 3.4.4 :

On renvoie & [82] et [85] pour certains détails de la preuve de la premiére partie du lemme. La
seconde partie du lemme est obtenue par compacité faible. En effet, comme /&, w, est borné
dans L2(0, T LQ(Qh)), il existe, a une sous-suite prés, \/§7nwn qui converge faiblement vers une
limite I dans L?(0,T; L*(Q,)). 11 suffit alors de poser w :

l
w-{ Ve

Opp. si &£€=0.

si €>0,

Dés lors, la limite [ s’écrit : [ = \/E% = Vew.
|

Les estimations et convergences précédemment obtenues sont désormais suffisantes pour passer
a la limite dans tous les termes du systéme (3.67).

Passage a la limite

A cet effet, on considére une suite (&,, u,, w, ), solution faible des équations (3.67), satisfaisant
les Lemmes 3.4.1-3.4.4 et soit ¢ € C°([0, T] x ;) une fonction réguliére a support compact telle
que ¢(T,x,z) = 0. Alors, en écrivant la formulation faible de chacun des termes du systéme
(3.67), i.e. en multipliant par ¢ et en intégrant sur [0,7] x €, on a :

[}

T T
/ O (§puy)pdrdzdt = — / &y, 0p¢ dedzdt
0 Qp 0 Qp,

—/ Egugo(0,x, z) dedz.
Qp,

(3.106)

En utilisant les convergences (3.72) et le Lemme 3.4.3, on obtient :

T
—/ &y Orp dxdzdt — &ugo(0,z, z) dedz —
0 Qh Qh

T
— / &uoi¢ daxdzdt — Soupp(0, z,y) drdz.
0 Qh Qh
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T T
/ / div,(&uy, @ uy,) - ¢ dedzdt = —/ &auy, @y, 2 Vo dadzdt.
0 Qp 0 Qp,

De l’égalité (3.101) et en utilisant le Lemme 3.4.4, on a :

T T
—/ Enuy, @y, 0 Voo dodzdt — —/ fu®u: Vygdrdzdt.
0 Qh 0 Qh

T T
/ 0. (&nupwy,) - ¢ drdzdt = — / Enpwy, - 0,0 dudzdt.
0 JQy o Jao,

Puisque &, u,w, = \/&up\/ Epwn, par le Lemme 3.4.4, on trouve :

T T
— / Eaupwy, - 0,0 dedzdt — — / Suw - 0,¢ dadzdt.
0 Qh 0 Qh

T T
0 JQy o Ja,

Ensuite, grace au Lemme 3.4.1, on a :

T T
- / ¢ndivy (¢) dedzdt — — / ¢divy(¢) drdzdt
0 Qp 0 Qp,

T T
/0 /Qh div, (£, Dy (0y)) - ¢ dedzdt = —/0 /Qh &nDy(uy) 1 Vo drdzdt.

1
Comme D, (u,) = —(unn + Viu,), en développant le terme intégral ci-dessus, on écrit

que :
/ / (uy) : Vi drdzdt
_1

= / gnun “Ayp+ VeV, (\/ £n) -V Epuy, dedzdt
2 o,
/ fnun dlvx(vt + vt \ §n Vi - §nun) dxdzdt.
Qp,

A partir des estimations (3.92), la suite V,\/&, converge faiblement, et en utilisant le
Lemme 3.4.1, le Lemme 3.4.3 et le Lemme 3.4.4, on obtient :

T
% / (§nup - Dz + vm¢vx(\/§7n) -V E&puy, dedzdt
o Ja,

T
+% / (Enty - divg(VED) + VEV/En - Vad - V/Epuy) dadzdt —
0 Qh
T
;)] (0 800+ VaoValE) - VEndrdzat

T
+% / (éu - divy (Vi) + VEA/E - Ve - /Eu) dadzdt,
o Ja,
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d’ou

T T
—/ ¢nDy(uy) 1 Ve drdzdt — —/ D (u) : Vyodadzdt.
0 Qp 0 Qp,

T T
/ 02 (Enuiy) - ¢ dwdzdt — / Enty, - 02(p) dadzdt.
0 JQy o Ja,

De plus, le Lemme 3.4.3 fournit les convergences suivantes :

T T
/ Ealty, - 02(p) dxdzdt — / fu - 02 (¢) dedzdt
0 Qh 0 Qh

e Avec le Lemme 3.4.4, on a :

T T
/ / r&n up|uy, - ¢ dedzdt — / / ré |uju - ¢ drdzdt,
0 JQy 0o Ja,

d’oul le résultat.

3.4.2 Etude de la stabilité de solutions faibles pour les EPCs

Finalement, en supposant qu’il existe une suite de solutions faibles (&,, u,, w,) du systéme
(3.67), alors le Théoréme 3.4.2 assure leur stabilité. En outre, en posant p(t,z,y) = £(t,x)e Y

d
et w(t,z,z) =v(t,z,y)e ¥ avec e e Y, le résultat est encore vrai et est trivialement vérifié

par de simples calculs d’'intégrales (comme ceux déja établis a la Section 3.3.1). Ceci termine la
preuve du Théoréme 3.4.1.

3.5 Perspectives

Dans ce chapitre, on a étendu un résultat d’existence de solutions faibles globales en temps
de Gatapov et al. [53] pour un modeéle primitif compressible en dimension 2 d’espace. Ce résultat
a été obtenu dans le cadre d’une pression barotrope d’exposant v = 1. Une étude pour v > 1 est
en cours d’élaboration.

On a également traité le cas en dimension 3 d’espace pour lequel on a seulement un résultat
de stabilité. Avec les estimations obtenues, il semblerait que 'on puisse construire une suite de
solutions approchées par une approximation de type Faedo-Galerkin. Cela fait partie des travaux
a venir. Dans le cadre des équations en dimension 2 d’espace, il serait également trés intéressant
d’étudier le cas v > 1.

Par ailleurs, en vue d’obtenir des résultats qualitatifs, il serait intéressant de construire un
schéma numérique en dimension deux et trois d’espace pour un tel modéle et de comparer les
résultats & ceux obtenus par un solveur pour les équations complétes de Navier-Stokes.
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CHAPITRE 4

Premiers pas vers une modélisation de
phénomeénes physiques complexes en
écoulement mixte en conduite fermée
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NOTATIONS

o : nombre de cavitation

R : rayon d’une bulle de cavitation

Py : pression de vaporisation

R, : rayon critique

P : pression critique

Timp : temps d’implosion (ou de Rayleigh)

4.1 La cavitation

La cavitation” est un phénoméne complexe qui se produit dans la plupart des industries
comme la construction navale, '’hydroélectrique, ’aérospatiale, le génie civil, I’automobile, I’in-
dustrie pétroliére, le nucléaire, le biomédical, la faune, ... En particulier, les systémes hydrody-
namiques sont constamment exposés a la cavitation comme les turbines, les pompes, les hélices
et plus généralement tout systéme mettant en ceuvre le mouvement d’un fluide. La cavitation
s’accompagne le plus souvent des nuisances suivantes :

e la génération de bruit intenses et vibrations,

e l'attaque des parois (érosion de cavitation),

e laltération des performances du systéme hydraulique (par exemple chute du rendement).
Il est alors naturel que la cavitation, prima facie, apparaisse comme un phénomeéne nuisible a
éviter. En dépit de ses aspects négatifs, la cavitation trouve des applications dans les procédés
industriels qui nécessitent la concentration d’énergie sur des petites surface afin de produire
localement des pics de pression (par exemple, le massage thérapeutique). Quelque soit la (les)
circonstance(s), il est d’un intérét majeur de comprendre le mécanisme de ce dernier.

Alors concrétement qu’est ce que la cavitation ?

4.1.1 Historiquement

Historiquement, le probléme de la cavitation a été posé par Toricelli, Newton, Euler,... et 'ap-
parition méme du mot cavitation est née en Angleterre au XIX®™M siécle. Les premiéres études
concernant le concept de tension au sein d’un liquide sont apparus par les expériences de Donny
1846, Berthelot 1850 et Reynolds 1882. Le nombre, sans dimension, de cavitation (ou encore de
Thoma-Leroux), généralement noté o,

o — Poo — Pu
S ;
§puoo

est introduit par Thoma et Leroux en 1920, oll ps €t use sont la pression et vitesse a I'infini, p,
est la pression de vapeur et p la densité du fluide. Plus ce nombre est petit et plus les chances
que le liquide cavite sont grandes. L’intérét pour la cavitation débute juste aprés cette période.
De nombreux travaux voient le jour allant des aspects théoriques aux aspects les plus pratiques
pour répondre aux besoins des industries. De nos jours, bien que de nombreuses études aient été
menées a ce sujet, 'origine de la cavitation reste encore mal comprise. En effet, les facteurs propres
des propriétés hydrodynamiques telles que la viscosité, la turbulence, la tension superficielle, la
compressibilité, les effets thermodynamiques, la qualité du fluide (présence ou non d’impuretés),

7. Cette section est issue de [8, 71, 47, 7, 4]



4.1. La cavitation 167

la nature des matériaux rendent ’étude de la cavitation difficile. En outre, ils sont & prendre en
compte pour modéliser la cavitation dans le cadre d’un écoulement réel.

4.1.2 Apparition et les différentes formes de cavitation

La cavitation correspond & la formation de poches et de bulles de vapeur au sein d’un liquide
initialement homogéne. Elle prend des formes trés différentes selon les configurations géomé-
triques, les propriétés physiques du liquide, les contraintes qui lui sont appliquées, ... Il est donc
a priori difficile de donner une définition. Il semblerait que la plupart des chercheurs a ce sujet
soient en accord pour la définition suivante :

La cavitation est définie par la formation d’une phase vapeur au sein d’un fluide
lorsque la pression atteint la pression de vapeur. Plus précisément, a 1’échelle molé-
culaire la cavitation se traduit par la rupture du liquide : les molécules sont soumises
& des forces qui doivent étre plus grandes que la force d’attraction moléculaire.

C’est la définition que 'on donne a la cavitation lorsque I'on considére un fluide pur. En pratique,
différents facteurs tels que I'impureté, des micro-inclusions d’un mélange gaz-vapeur sous forme
de germes, dit de cavitation, rendent le fluide moins résistant a la rupture. En particulier, ils
attendent le « bon moment » pour éclore et donner lieu au phénoméne de cavitation que 1’on ob-
serve a I’échelle macroscopique. Cela justifie I'utilisation des lois de conservation de la mécanique
des milieux continus.

Critére d’apparition : pression de vapeur saturante.

La vaporisation d’un liquide est le changement de phase qui le transforme en vapeur, le plus
souvent produite par apport de chaleur. Elle peut également étre provoquée par une mise en
dépression. De surcroit, elle peut étre la résultante de ces deux transformations. Ainsi, dans le
diagramme de changement de phase (c.f. F1G. 4.1), le chemin (Py,Tp) & (Py,Th), i.e. élévation
de la température & pression constante, correspond & une ébullition alors que le chemin reliant
(Py, To) a (P1,Tp), i.e. diminution de la pression a température constante, est le phénomeéne de
cavitation. Dans un tube de Venturi (c.f. F1G. 4.2), par exemple, en négligeant les pertes de
charges singuliéres (provoquées par la géométrie du convergeant), en écrivant les relations de
Bernoulli entre ’amont et ’aval du col :

L s L s

Pam + §P%m = Peol + §pvcol

on obtient :

1 v2
2 am
Pecol = Pam — §pvcol 1- ,02
col
ou encore en faisant intervenir le nombre de cavitation

O_:pcol_pv :pam_pv 4 (Ugm _1> .

1 2 1 2 2
2PVco1 2PVco1 Veol

Donc, en augmentant la vitesse au col du Venturi, la pression p., diminue. Par conséquent, si
Peor atteint la pression de vapeur du liquide p, alors il y aura un risque de cavitation.

Formes diverses de la cavitation.

Une zone de cavitation est un ensemble de bulles de vapeur qui interagissent non-linéairement
entre elles. Selon le régime d’écoulement et la configuration géométrique du domaine, on distingue
trois types de cavitation :
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P
A
Liquide
Solide
C
(PO’TO) (P07T1)
Ebullition
P,(Ty)
(P1;, To)
S Cavitation ~ vapeur

B /

FIGURE 4.1 — Diagramme des états d’'un corps et courbes de changement de phase
P,(T)) : pression de vaporisation

Pcol — Pu

pam

Pam
T P —
B

v Veol

WJ\

Risque de cavitation

FIGURE 4.2 — Tube de Venturi

e les bulles isolées,

e les poches ou cavités attachées,

e les tourbillons.

La premiére catégorie concerne les bulles de cavitation. Les bulles se forment dans une région
en dépression, grossissent, puis implosent dans les zones de haute pression en développant de forte
pression. Le pouvoir érosif (décrit plus loin) de ces bulles est trés important. On observe, par
exemple, ce genre de phénoméne au voisinage de pompe dans les installations d’amenée d’eau.

Le deuxiéme type de cavitation appelée cavité attachée apparait souvent sous forme de poche
de vapeur. Elle nait au voisinage du bord d’attaque des obstacles sous forme d’une bande vapeur
unique (comme un chapelet de petites bulles) en raison des différences de pression qui régnent
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a 'amont et I'aval. Quand la pression diminue, la bande de vapeur forme alors une poche de
vapeur. Une fois que la cavité est suffisamment développée, elle peut devenir instable et produire
un lacher de nuages de vapeur comme une allée de Bénard-Von Karman, dont le pouvoir érosif
est fort lorsqu’ils implosent au voisinage des structures.

La troisiéme forme est la cavitation sous forme de tourbillons cavitants. On 'observe dans
les zones a forte vorticité d’écoulement. Au sein de ces tourbillons régne une zone de dépression
suffisamment forte pour s’auto-alimenter par des cavités de vapeur.

4.1.3 Modélisation mathématique de la cavitation

On a vu précédemment que la cavitation se présente sous plusieurs formes :

e les bulles isolées,

e les poches ou cavité attachée et

e les tourbillons.

Le premier cas est généralement modélisé par les équations de Rayleigh-Plesset. Il permet seule-
ment de rendre compte de la rapidité d’évolution d’'un germe de cavitation et de mettre en
évidence les différents cycles et la rapidité du phénomeéne. Il n’y a pas de création de germes au
cours de la simulation.

Les modéles & « poche » sont traités par les équations de Navier-Stokes ou Euler (compres-
sibles ou incompressibles) pour lequel I'interface est traitée comme une condition de glissement.
Comme dans le modéle a bulles, il n’y a pas de création d’interface.

Enfin, & ma connaissance, les modéles les plus complets sont les modéles de « mélange » . Ils
sont gouvernés par les équations de Navier-Stokes ou Euler compressibles. Cette approche permet
de gérer 'apparition, la disparition et la coalescence d’interface vapeur-liquide. Le systéme est
fermé par une loi d’état mathématiquement et physiquement bien choisie.

Germes de cavitation sphériques et équation de Rayleigh-Plesset.

Les germes de cavitation sont & l'origine de ce qu’on observe & l’échelle macroscopique en
passant par différents cycles. La dynamique de la bulle sphérique par Rayleigh-Plesset permet de
comprendre ces différentes étapes, ainsi que d’autre phénoménes tels que les oscillations, crois-
sance asymptotique et implosion des bulles. Cependant, I’équation de Rayleigh-Plesset représente
un cas particulier de la réalité car dés qu’une bulle est au voisinage d’une frontiére solide ou li-
quide de champ de vitesse non uniforme (par exemple, des tourbillons), de champs de forces, la
symeétrie n’est plus conservée et les situations de croissance sont alors complétement différentes
de celles décrites par cette équation.

On considére donc un germe de rayon initial Ry immergé dans un liquide en mouvement
sans vitesse de glissement. On suppose que la bulle se déforme sphériquement, est trés petite
par rapport au domaine fluide, obéissant & une loi newtonienne incompressible. Le germe est
initialement composé d’une phase vapeur et de gaz. On suppose que la pression p(t) = pg(t)+p,(t)
ne dépend que du temps de maniére & éviter des gradients de pression au sein de la bulle, ou
pg étant la pression partielle du gaz non condensable et p, la pression de vapeur saturante. En
notant

e S la tension superficielle,

e 4 la viscosité dynamique,

e p la densité du fluide,

e k lexposant polytropique caractérisant la transformation thermodynamique (compression-
dilatation) que subit le mélange gaz-vapeur contenu dans la bulle ,
po la pression a 'interface entre la bulle et le liquide,



170 CHAPITRE 4. Vers la cavitation

alors I’équation de Rayleigh-Plesset est donnée par :
R 3 (dR\?\ 4udR S\ [ Ro\* S
R— + - == (g —pet2—= ) (22) - ,— 22, 4.1
{”( dt2+2<dt>>+Rdt <p° p+R0><R> ptpe—2g, ()

dR
ou R(t) est le rayon de la bulle et ’n la vitesse de déplacement de la frontiére a un instant ¢.
dR

On adjoint & ces équations les conditions initiales R(0) = Ry et — (0) = Rg. Ces équations
sont obtenues en dérivant l’expression traduisant 1’équilibre de I’énergie cinétique du fluide et
potentielle régnant au sein de la bulle. Elle peut étre également dérivée a partir des équations
de Navier-Stokes. On trouve également une formulation de ces équations en terme de volume de
bulle et non de rayon; voir a cet effet les récents travaux de Leighton [72].

25
Remarque 4.1.1. Le terme pg—p,+ N est la pression partielle du gaz, sachant que la pression
0

de vapeur saturante est supposée constante.

En supposant que la dérivée temporelle de R soit négligeable par rapport aux termes de
droite de I'équation (4.1), et en posant k = 1 (i.e. transformation isotherme), on se rameéne a
I’équilibre quasi-statique de Blake 1949 . Il permet de décrire le lieu géométrique des pressions
et rayons critiques (c.f. FI1G. 4.3) et de comprendre la croissance d’une une bulle de cavitation.
La paire pression-rayon critique est donnée par la formule :

25\ 4

3 (pO—PU+R—O> R()
28 ’

45
3R.

R. =

(4.2)

Pec = Pv — (43)

Cette solution permet de décrire qualitativement 1’évolution d’un germe qui traverse une zone
en dépression. Pour reprendre 'exemple précédent, i.e. le col de Venturi (c.f. F1G. 4.2 et FIG.
4.4), on suppose qu'un germe de rayon Ry est advecté par ’écoulement & vitesse uniforme. Il y
a deux cas de figure :

e ou bien, la pression minimale au niveau du col est supérieure a la pression critique p. (4.3)
alors la bulle grossit et revient & sa position intiale une fois le col franchi,

e ou bien, la pression minimale au niveau du col est inférieure a la pression critique (4.3) alors
la bulle grossit et devient instable, i.e. il y a apparition du germe de cavitation proprement
dit.

A la figure 4.4, on illustre la croissance d’un germe de cavitation. La courbe de pression est de
tel sorte que pmin < pe. Le germe grossit et atteint un rayon R, & partir duquel la particule est
visible & I’échelle macroscopique et est fortement éloignée de sa position d’équilibre. La pression
extérieure croissante raméne brusquement la bulle & une taille R nettement inférieure a celle de
sa position : c¢’est le phénomeéne d’implosion. Pendant ce laps de temps trés court, appelé temps
d’tmplosion, la particule peut osciller autour de sa position d’équilibre avant de se stabiliser.
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Lieu géométrique pression et rayon critique
—6e—  p avec une donnée R} < R3
——  pavec une donnée R < R}
p avec une donnée R} < R}
[ —%—  pavec une donnée R < R

| —e—  p avec une donnée R} < R
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FIGURE 4.3 — Solution quasi-statique de I’équation de Rayleigh-Plesset
pour différentes données de Ry

Sens de 1’écoulement
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FIGURE 4.4 — Stade de croissance d’'un germe de cavitation

Pendant I'implosion, les variations du rayon ne sont plus négligeables tandis que les effets
visqueux et de tension superficielle deviennent petits, ’équation (4.1) permet de déterminer le
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temps d’implosion, ou encore temps de Rayleigh par :

T T I'(5/6) P
PN 6 0(4/3) py—p’
dr|  [Zp—p, (R\

at | N3, \ R

ou I' est la fonction gamma d’Euler.
A titre d’exemple, une bulle d’air soumise & une surpression de 1 bar implose en 0,005

et la vitesse radiale

secondes et pour E = i, I'interface se déplace a 720 m/s.
Ry 20
Mécanisme de I'implosion, onde de choc et érosion de cavitation.

L’implosion d’une bulle (ou collapse) de cavitation au voisinage d’une paroi produit un pic de
pression local d'un ordre de quelques M Pa qui peut étre plus grand que 'ordre de sollicitation
élastique limite du matériau. D’autre part, il y a une forte augmentation de la température
localisée au point du pic de pression. La raison de cette surpression et de ce réchauffement est
die a la présence d’une onde de choc crée juste aprés 'implosion de la bulle. Fujikawa et al. [49]
présente les résultats de calculs de I'implosion d’une bulle.

Trés schématiquement, en début d’implosion, la pression dans la bulle est de I'ordre de la
pression de vapeur saturante. La pression, en augmentant, indique la fin de l'implosion. La
pression ainsi que la température atteignent de fortes valeurs positives. La vitesse de I'interface
étant si grande (décrit précédemment), la quantité de vapeur n’a pas le temps de se condenser.
Elle se retrouve piégée et donc comprimée a un niveau trés élevée de pression. La bulle voit son
rayon diminuer fortement. Par suite, il se propage dans le liquide une onde de choc qui s’éloigne
progressivement de la bulle.

Il est clair que la présence d’une onde de choc suggére un modéle compressible. Bien que
le modeéle de Rayleigh-Plesset soit incompressible, il a fait ses preuves [47]. A ce jour il existe
différentes versions ameéliorées avec prise en compte de la compressibilité (voir par exemple [8]).

Cavitation par poche.
Le modéle précédent permet seulement de simuler la croissance d’'un germe existant et ce, loin
des parois (pour éviter de violer ’hypothése de croissance sphérique de la bulle).

En réalité, la cavitation (comme il a été décrit plus haut) se présente de maniéres variées
et dépend de la géométrie et de la nature de 1’écoulement. En général, le phénomeéne est trés
instationnaire.

Il convient alors de définir un cahier des charges qui prennent en compte tous ces points.
Un modéle particuliérement bien adapté [47], est sans doute, un modéle a deux phases et tridi-
mensionnel. Il permettrait certainement de traiter tous les formes d’apparition de la cavitation.
Néanmoins, un tel modéle demanderait beaucoup de ressources numériques.

Il existe plusieurs modéles avec des hypothéses simplificatrices pour simuler un cas particulier
de cavitation. Dans [47], par exemple, on trouve des modeéles mathématiques pour la simulation
de poches attachées ou de flot & bulles séparées lorsque 'obstacle est un profil d’aile. L’analyse
est basée sur celle de ’écoulement stationnaire.

Pour les écoulements non stationnaires, quelque soit la forme de cavitation simulée, une
bonne technique de suivi d’'interface est nécessaire (le lecteur est renvoyé a [7] pour les différentes
techniques de suivi d’interface). Enfin, les modéles utilisés pour la simulation de la cavitation
sont, en général, les équations de Navier-Stokes ou Euler compressibles ou incompressibles :
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e ou l'interface est traitée comme une condition de glissement,

e avec mélange.

Dans la suite, on s’intéresse aux modéles de mélange |7] (ou drift-flux).

On a vu que lors d’une vaporisation deux phénoménes se produisent selon s’il y a augmenta-
tion de la température a pression constante, ou diminution de la pression a température constante.
Il convient alors d’une part d’intégrer un terme de température pour I’ébullition et d’autre part
d’avoir une loi de pression adéquate rendant compte de la cavitation. La vaporisation se traduit
aussi par un transfert de masse entre la phase liquide et la phase gazeuse. Il est donc nécessaire
d’introduire un terme source. Les équations compressibles de base proposés par [7] sont :

Op + 0z(pu) = 0, (4.4)

dr(pu) + 0z (pu® + p) =0, (4.5)

Ot(pE) + 0 ((pE + p)u) = 05(AVT), (4.6)
9 (py) + 0z (pyu) = p, (4.7)

ou p(t,z) est la densité, p(t, x) est la pression, E(t,z) est 'énergie, de mélange. u = u(t, x) est la
vitesse du fluide. Le terme 0,(AVT) correspond & une diffusion de chaleur de coefficient A. Les
quantités y et u sont, respectivement, la fraction massique et le terme source prenant compte du
transfert de masse entre les deux phases. La densité de mélange est donnée par :

p=yp2+(1—y)p1

avec y(t,z) = 0 si le volume occupé contient seulement le fluide 1, et 1 pour le fluide 2. De la
méme maniére, on définit F;, et p;, i = 1,2.

La difficulté dans ce genre de modéle est de choisir une loi de pression et un terme source. Par
exemple dans [7], le choix du terme source est effectué selon un critére d’admissibilité physique
et mathématique. Il considére un mélange idéal ou la vapeur et le liquide satisfont tous les deux
la loi des gaz raides. Pour plus de détails a ce sujet on se référe a [7].

4.1.4 Perspectives

En raison de la présence de coup de bélier dans un écoulement mixte en conduite fermée,
le risque de cavitation du fluide est important. Les effets d’érosion de cavitation peuvent étre
tellement violents et localisés qu’ils sont en mesure de provoquer la rupture de la conduite. Le
méme probléme se pose pour les pompes hydrauliques. Il est donc d’un intérét majeur de pouvoir
anticiper les zones a forte cavitation en vue de construire les structures.

Il est donc nécessaire de prendre en compte ce genre de phénomeéne sous forme d’un modeéle
de mélange. La présence de 'air dans le modéle & deux phases envisagé est primordiale car elle
permet de préserver un certain équilibre de la pression. De plus, il est aussi important de prendre
en compte l'effet de I'entrainement d’air qui a tendance & diminuer les surpressions issues d’un
coup de bélier, donc amoindrir les dépressions. Dans le méme esprit des équations PFS, un
modéle mixte en conduite fermée & deux phases est cours d’élaboration.
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NOTATIONS

A(t,x) : aire mouillée

Q(t,x) : débit d’eau

M(t,x) : aire mouillée de gaz

D(t,z) : débit de gaz

Qu(t,x) : section d’eau si o = w, sinon c’est la section d’air si @ = a
H,(t,z) : hauteur d’eau si @ = w, sinon c’est la hauteur d’air si & = a
R(z) : rayon de la section €2 de la conduite

4.2 Entrainement d’air dans une conduite fermée : approche bi-
couche

On trouve dans la littérature une vaste série d’articles et de livres concernant 1’étude des
écoulements transitoires en conduite fermée, par exemple Hamam et McCorquodale [61], Song
et al. [97], Wylie et Streeter [109].

Le mélange gaz-liquide se produit dans divers installations industrielles tels que les centrales
nucléaires, les industries du pétrole, les centrales géothermiques, les stations de pompage, les
égouts ... Le gaz est alors dissout, et/ou est entrainé et modifie considérablement la dynamique
de I’écoulement. En particulier, il y a chute ou augmentation de la pression provoquant un coup
de bélier, puis des dépressions avec risque de cavitation.

Contrairement & un liquide pur dans lequel la vitesse d’onde est constante, dans un mélange
gaz-liquide, elle évolue avec les variations de pression. Ainsi, I'analyse des phénoménes transi-
toires dans ces milieux est plus complexe car, les principaux coefficients dans les équations de
conservations, dépendant de la pression, sont modifiés. Tous les modéles faisant intervenir un
mélange gaz-liquide sont communément appelés les modeles a deux composantes.

Les équations les plus largement utilisés pour modéliser un fluide a deux composantes sont les
modeles homogeénes [37], le modele drift-flux [45, 63, 64], et les modeles a flux séparés, [101, 36].

Dans le modéle homogéne, les deux phases sont considérées comme un seul pseudo-fluide avec
des propriétés moyennes [37, 109] : il n’y a pas de mouvement relatif ou de glissement entre les
deux phases. Les équations qui régissent ce modeéle sont les mémes que celle d'un écoulement
monophasique. Cependant, les effets d’inertie et de gravitation jouant un roéle plus important
que la vitesse relative entre la phase air et la phase liquide, l'interaction entre phases doit étre
prise en compte.

Les modéles drift-flux, [45, 63, 64|, sont une sous catégorie de modeéles plus généraux, a savoir
les modéles & deux phases. A un volume de controle donné, il correspond une fraction volumique
de liquide et de gaz. A chacune de ces phases, on associe une vitesse et un flux, appelés drift-
velocity et drift-flux. Ce champs de vitesse et le flux dépendent alors du paramétre fraction
volumique déterminant les fractions que constitue ce volume de controle. Cette manipulation
permet de diviser par deux le nombre d’équations initiales correspondant aux lois pour chacune
des phases.

Dans cette section, on considére un écoulement & surface libre en conduite fermée avec prise
en compte de l'entrainement d’air dans un contexte trés simplifié & deux couches (donc non
miscible) sans échange avec le milieu extérieur. Les équations a surface libre sont obtenues de
la méme maniére que celles présentées au Chapitre 1- Section 1.2, régit par une loi de pression
hydrostatique. Pour écrire les équations dynamiques pour la couche d’air, on suppose que le gaz
est compressible et isotherme : ainsi, on postule une loi de pression donnée p = kp? ou v est le
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coefficient adiabatique. Pour connecter les deux couches, on écrit la continuité de la contrainte
normale & l'interface air-eau : la loi de pression hydrostatique est ainsi couplée a celle de lair.
Les équations sont alors aux nombres de quatre qu’on appelle « toy model ». On obtient au
Théoréme 4.2.1 les propriétés principales du modéle : existence d’une énergie globale en dépit de
la non stricte hyperbolicité (excepté pour un écoulement ot les vitesses de chaques couches sont
identiques). La dérivation et les propriétés mathématiques du modeéles sont établies en Section
4.2.1.

La difficulté principale de la construction d’un schéma numérique pour le modeéle proposé
provient de la non stricte hyperbolicité : les valeurs propres de la matrice de convection peuvent
étre complexes. De plus, on n’a pas de formules explicites sauf lorsque la vitesse de chacune des
couches sont proches. Dans ce contexte, il n’y a aucune raison que la vitesse de 'air soit proche
de celle de I'eau et en particulier, elles peuvent étre trés différentes. C’est pour cette raison qu’on
opte pour un schéma cinétique (introduit au Chapitre 2-Section 2.3). Dans cette perspective, on
présente la formulation cinétique du systéme & quatre équations a la Section 4.2.2. Par suite,
cette formulation permet de construire aisément un schéma cinétique (c.f. Section 4.2.3). On
termine par quelques simulations numériques (c.f. Section 4.2.4).

4.2.1 Un modéle bicouche air/eau

On considére une conduite dans lequel I’écoulement est a surface libre. Il est composé d’une
couche d’air et d’une couche d’eau séparées par une interface mobile. Ces deux derniéres sont
supposées non miscibles ; i.e. on néglige les échanges de masses entre couche tels que I’évaporation
et la condensation. On se place dans un cadre fluide et gaz parfait : incompressible, isentropique
pour l'eau et compressible, isentropique pour le gaz. La dérivation des équations est obtenue
par intégration verticale des équations d’Euler 3D (incompressible pour I’eau, compressible pour
air).

Remarque 4.2.1. Tout le long de cette partie, on utilise la notation suivante : les quantités
indexées par w seront associées a la couche d’eau et celles par a seront associées a la couche
d’air. On utilise aussi l'indice « pour désigner indifféremment la couche d’air et/ou d’eau.

La conduite est supposée infiniment rigide, ayant un axe de symétrie C qui est représenté
par l'axe z = b(x), et pour simplifier, I'angle d’inclinaison € entre cet axe et 1’horizontale est
constant. Le repére (O, 1, j, k) est mobile le long de cet axe, le vecteur k est orthogonal a i dans
le plan vertical contenant C, (voir F1G. 4.5).

On note Q; 4 et £ ., le domaine occupé par I'air et I'eau au temps ¢. Pour tout points w(z) € C,
on définit la section d’eau (¢, x) par :

Qw(t’x) = {(yaz) € R2; z € [—R(:C), _R(x) + Hw(t’x)]a yE [ﬁl(x’z)aﬁr(xaz)]}

et celle de l'air par :

Qu(t, ) = {(y,2) € R% 2 € [-R(x) + Hy(t,z), R(2)], y € [Bi(, 2), Br(x,2)]}

ol R(x) est le rayon de la section, H,,(t,z) la hauteur d’eau de la section (¢, z), Hy(t,z) la
hauteur d’air de la section Q, (¢, x). Bi(z,2), By(x, z) sont les points de frontiéres a l'altitude z,
—R(z) < z < R(x) (c.f. F1G. 4.5 et F1G. 4.6). Compte tenu de la configuration géométrique, on
a un premier couplage :

Hy(t,z) + Hy(t,z) = 2R(x) . (4.8)

Dans ce qui suit, on note hy,(t,z) = —R(z) + Hy(t,x) la hauteur d’eau algébrique.
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FIGURE 4.5 — Caractéristiques géométrique du domaine

FIGURE 4.6 — Section verticale

4.2.1.1 Le modéle a surface libre

Les équations & surface libre sont obtenues de la méme maniére qu’au Chapitre 1- Section
1.2. La seule différence provient de la condition a la surface libre, ici on impose la continuité de
la pression d’eau et d’air, a savoir :

g(hyw — 2) cos 8 + P,(p)/po
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ou le terme g(hy, — z) cos @ est la pression hydrostatique et, P,(p) représente la pression de air,
po est la densité a pression atmosphérique et p la densité moyenne de I'air le long de la section
Qy(t,x).

Les équations de la couche d’eau sont alors :

A+ 0,Q = 0,
0@+ 0, (L + AR ) m + ghi(e Ayeosd) = —9A0,2 "
+gIy(xz, A)cos O
+Fa(p)/ po 0- A.
ou g est la constante de gravité et Z(x) := b(x), P,(p)/po le terme source de pression die a

I'interaction air/eau. Les termes I1(z, A) et Io(z, A) sont les termes de pression hydrostatique et
de terme source de pression :

ha
Li(z,A) = / (hy — 2)o(z,2)dz

et

haw
I(z,A) = /_R (hy — 2)0g0(x,2)dz .

4.2.1.2 Modélisation de la couche d’air

La dérivation des équations relatives & la couche d’air est obtenue par intégration verticale
des équations d’Euler compressibles :

Opa + div(paUa) = 0, surRxQ,

0t(paUa) + div(paUa ® U,) + VP, 0, surR x (4.10)

ou Uy(t,z,y,2) = (Ug, Va, Wa) et pa(t, z,y, z) sont le champ de vitesse et la densité de Iair avec
P,(t,x,y, z) une loi de pression scalaire.

Remarque 4.2.2. On ne considére que l’équation de conservation de la quantité de mouvement
sur U, comme pour la dérivation du modéle en charge Chapitre 1- Section 1.5.

On note p la moyenne de la densité d’air suivant la section €2,. On suppose que la couche
d’air obéit a la loi des gaz parfait. La pression est donnée par la loi d’état :

P,(p) = kp” avec k = % (4.11)

pour une pression de référence p, et une densité de référence p,. L’exposant adiabatique, dans
" : d+pB8+2
les conditions usuelles de pression et de température, est donnée par v := % ound=3
7
est la dimension et S est le nombre d’atomes. Il vaut v = = pour lair.

On introduit la section d’air A par :

.A:/ dydz
Qq
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et la vitesse moyenne de la section d’air v (on rappelle que u est celle de la couche d’eau) par :

o(t,z) = [ Uatt..y.2) dy

a

1
Alt,z)

Les variables conservatives choisies sont M = 75/pg.A et D = M.

Comme dans le cas des équations en charge, on procéde a I'intégration verticale des équations
d’Euler (4.10) le long de la section €2, et en supposant ’approximation (comme dans le Chapitre
1- Section 1.3 ou Chapitre 1- Section 1.2) : u2 ~ W, on obtient :

(
oM + 0, D :/ p/po (Oym + vO,m — v) - nds,
9%
D2
o0 +0, (5 4 Pup)mA) = R@/non(A (112)
+/ p/pov (Oym + vo,m — v) - nds.
0Qq

\

La frontiere 0€, étant divisé en une partie en contact avec la surface libre I'y, et I’autre avec le
bord de la conduite I'., on écrit :

m
e en notant un point m € I'c, n = ﬁ le vecteur normal unitaire sortant au point m dans
m
le plan €2 et m le vecteur wm tandis que n = —ny, sur I's,. La conduite étant infiniment

rigide, la condition de non pénétration sur I'c, donne : U, - ng, = 0 (c.f. F1G. 4.5).
e la condition usuelle de cinématique a la surface libre qui permet d’éliminer les intégrales
de bord dans les équations (4.12).
En utilisant la loi d’état (4.11) et la vitesse du son dans lair :

op poM\ !
2
- =k~ [ B2 4.13
€a ap i ( A ’ ( )
on obtient le modéle suivant :
oM+ 90,.D = 0,
D? M M , 0.(A) (4.14)
D — = = —2= .
8,5 + Bx <M + ~ Ca> ~ Cq A

4.2.1.3 Le modéle bicouche

Le modéle bicouche est alors obtenu par superposition des modéles (4.9) et (4.14), en utilisant
le couplage (4.8) qui s’écrit en terme surfacique A+ A = S ou S = S(z) est la section de la
conduite, en remplacant dans (4.12) A par S — A :

oM +0,D = 0,
8D + 8, (% + %ci) = %cﬁ %,
o aﬁz\z@g =0 (4.15)
0:Q + 0, (7 + gl (z, A) cos 0 + AW) = —gAd.Z
—|—IQ(5132,]1\{2 cos 0
+h 9,A.
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Ce modéle n’est pas strictement hyperbolique puisque les valeurs propres peuvent étre complexes
et généralement elle ne sont pas données explicitement. En effet, en notant W = (M, D, A, Q)"
les variables conservatives, et en supposant § = 0 et S(x) = cte (pour simplifier), le systéme
(4.15) s’écrit sous forme non conservative :

W + D(W)ox W = TS(W), (4.16)

ol D est la matrice de convection

0 1 0 0
M
2 —v* c 0
D S—A
0 0 0 1
A 2 2 AM 2 2
mca 0 Cw + mca —Uu 2u

[\
avec ¢, étant la vitesse du son dans l’air donnée par (4.13), celle de l'eau ¢,, = 97 ) cos 6 et

enfin T'(A) la largeur de la surface libre.
Les valeurs propres sont alors racines du polyndéme caractéristique :

AM AM
2 2 .2 2 (2 AM o 9 4
(A2 = 20X + (2 — 7)) ()\ 2u\ <cw+ (S—A)QC“ u >> (S—A)QC“'

Dans le cas ot les valeurs des vitesses u et v sont proches, on peut explicitement écrire les valeurs
propres : on a 4 valeurs propres distinctes. Par exemple, dans le cas ot v = v, on a

v b2 (o (1 ) vt oy (2 (1 )+ ) e

avec généralement 2 valeurs propres complexes et 2 réelles rendant le systéme non hyperbolique.
Ainsi, toute méthode numérique nécessitant le calcul des valeurs propres, par exemple VFRoe
ou HLL, n’est pas approprié¢ sauf dans le cas u ~ v ou lorsque la densité d’air est faible (e.g.
¢, = 0). En effet, dans ce dernier cas le systéme est strictement hyperbolique et admet pour
valeurs propres v, v, u & ¢,.

Cependant, dans ce contexte et dans le cas particulier d’un ressaut hydraulique, D'air est
expulsé et les vitesses de I'eau et de 'air peuvent étre de signe opposé. De plus, dans le cas d’'une
poche d’air piégée, les effets de compressibilité sont & prendre en compte. Par conséquent, on
est presque toujours dans la situation ou les valeurs propres ne sont pas explicites. Il est donc
naturel d’utiliser un solveur cinétique (c.f. Section 4.2.2 et Section 4.2.3).

Les propriétés mathématiques du systéme (4.15) sont présentées dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.1.

1. Pour des solutions réguliéres de (4.15), les vitesses u et v satisfont :

’l)2 C2
O+ 0y | — a -0, 417
w0, (G + -2 ) (1.17)

u? M
(3tu + am <7 + ghw(A) cos 6 + gZ + m) = 0. (4.18)



180 CHAPITRE 4. Vers la cavitation

2. Pour des solutions régulieres, le systeme (4.15) admet une énergie mathématique totale

E=E,+ E,
avec
B, = Mv? . 2 M
2 y(v-1)

et

Au?

E, = — * gA(hy — I (z, A)/A) cos 0 + gAZ)
qui satisfait ’égalité d’entropie :
oF+0,H =0.

Le flux d’entropie total H est défini par
H=H,+ H,

ou Hy, le flux d’entropie pour l’air, est donné par :
2
c; M
H, = (Ea + = ) v
Y

et Hy, le flux d’entropie pour l’eau, est donné par :

2
H, = (Ew + gl (x, A) cos 0 + A%) u.

3. Les entropies E, et By, satisfont respectivement 1’ égalité d’entropie :

A M
E, H, = —2——0,A 4.1
OB, + 0 W(S_A)at (4.19)
et
M
E H,=—%2—_0A. 4.2
at w+ax w ’)’(S—A) 815 ( O)

Remarque 4.2.3. Pour des solutions faibles les égalités sont des inégalités.

Preuve du Théoréme 4.2.1 :
La preuve de ce résultat reléve de calculs algébriques similaires & ceux de la démonstration du
Théoréme 1.4.1.

Remarque 4.2.4. On peut interpréter les équations (4.19) et (4.20) comme [’échange d’énergie
entre les deuzr couches. L’énergie dissipée (ou accumulée) par une couche est transmise a (ou
perdue par) lautre. Le cadre physique considérée étant isolé, il y a donc conservation de l’énergie
totale

HE + 9, H = 0.
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4.2.2 La formulation cinétique

On rappelle la formulation cinétique introduite au Chapitre 2- Section 2.3.1.
On considére une fonction y réelle qui satisfait les propriétés suivantes :

X(w) = x(—w) >0, / X(w)dw = 1,/ w2x(w)dw =1. (4.21)
R R
On définit la quantité
A, 5 — U
Ma(t’x,g) - baX< ba >

qui représente la densité de particule au temps ¢, en x et a vitesse cinétique £. Le terme b est
donnée par

2

VCX/‘[ si a=a,
b2 =

Ii(z, A M

gl(i{ cos@—i—h si a=w.

On note : ( )
A Q,u si a=w,
(A Qs ) = { (M,D,v) si a=a.
La formulation cinétique associée au systéme (4.15) est :

Théoréme 4.2.2. (Ay, Qo) est une solution de (4.15) si et seulement si M, satisfait les deux
équations de transport (une pour chaque couche) :

OMqo + E0x My + ¢a0: Moy = Ko(t,2,§)  poura=aeta=w (4.22)

ot Ko(t,x,§) est le noyau de collision qui vérifie pour presque tout (t,x)

/Kadfzo, /§Kad§:0. (4.23)
R R
La fonction ¢, est définie par :
2
—7“696 In(S — A) st a=a,
" oz A g M G e e
90y 9= cos S, st a=w
[ |
Preuve du Théoréme 4.2.2 :
Il suffit de prendre les deux premiers moments des équations (4.22) en utilisant :
A = [ Mal)e, (4.25)
R
@ = [ M. (4.26)
Qb poa _ [
A bAa = | EMa(€)ds . (4.27)
«a R
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4.2.3 Le schéma cinétique
Par simplicité, on considére ici une conduite uniforme infinie, i.e. S(x) = cte et I(z, A) = 0.

On discrétise la conduite en maille (m;);cz, de taille h;, donnée par

mi = (Ti1/2, Tiy1/2)s i = Tiv1jo — Tio1)9, 1 € L.

n
i

Soit At" = tp41 —tn, n € N le pas de temps. On note Uy, = (Ag ;, Q0 ), Uy, = T respecti-
i
vement, les approximations des valeurs moyennes de (A, Q) et des vitesses u, sur m; au temps
. Al §—ug; . . . .
tn. Soit My ;(§) = o —X s = | Papproximation de la densité de particules.
,i a,i

Si Z(x) est la fonction décrivant l'altitude de la conduite, on considére sa représentation
constante par maille Z(x) = Z;1,,,(x) ot Z; = Z(x;) par exemple.

En remplacant, Z par Z dans ¢, défini par (4.24) et en négligeant le terme K (¢, z, &), 1'équa-
tion (4.22) dans la maille m; s’écrit (puisque ¢, = 0 dans m;) :

0 0
gfat & 5-Ma=0 pourzem (428)

En définissant la donnée, x € m;, fo(tn, r,§) = Mg, ;(§) par I'équilibre de Gibbs (voir Chapitre

2- Section 2.3.1) associée a A, ; et Q, ;, on discrétise 'équation (4.28) comme suit :

O = Mu©) + 1o (Mo, © - M, ,(0) (1.29)

2

ou les flux numériques microscopiques M:H , sont donnés par (c.f. Chapitre 2 -Section 2.3.2.1) :
’ 2

Mir128) = LesopMai(€) + Lieco 2 ngns, iir pco}Mai(—6)

t Lecoersgnn, orpo0yMbairt (/€ = 20800,51172)
(4.30)

Mg i1pp€) = Lie<cyMa,in1 () + Leeng e2h0gnp, 1 p<0} Masitr (7€)

+ ]l{§>0,§2+29A¢a’i+1/2>0}Mg,i (\/52 + 29A¢a,i+1/2)

avec _
2 S _ A
—% n <S—7;1+21> lf o = a,
Adgir1/2 = o

cZM \ 1 .
g (Zi—i—l — Zz) — <Sa— A> ; hl(AH_l/Az) if a=w.

Les quantités surmontées de X sont données par la formule générique :

5o Xt Xin
—

Elles sont obtenues en utilisant la définition d’un produit non-conservatif [81] (voir également
Chapitre 2- Section 2.3.2.1)
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En utilisant les relations (4.25)-(4.26), on pose :

AnJﬁl
vitt = gitn )= [ (¢ ) e (1.1

et en prenant les deux premiers moments de I’équation (4.29), on obtient le schéma volumes
finis :

At
n+l _ rm — — _ +
Uyi =Uqi+ » < it Fa,i—%) (4.32)
ou les flux numériques sont obtenus & partir de :
£ def 1 +
L, /R ¢ ( : ) ME 1 (6) de (4.33)

. . . 1
Dans la suite, on utilise la fonction x(w) = 2—\/311[7\/37\/31 (w) et on a :

Théoréme 4.2.3. Sous la condition CFL

hA
At" < min ’
<%\ maxq (Ju | +v3en,)

le schéma numérique préserve A, positif si initialement Ag lest.

Remarque 4.2.5. Le schéma numérique est bien équilibré si on applique la méthode développée
au Chapitre 2- Section 2.3.5. Les propriétés de conservativité de la quantité d’eau ou d’air ainsi
que les écoulements sur fond sec et asséchement sont encore valident pour chacune des couches.

4.2.4 Tests numériques

Dans cette section, on illustre 'impact de la prise en compte de la couche d’air sur le com-
portement global de la surface libre. A cet effet, on considére une conduite horizontale de 100 m
de long & section circulaire de 2 m de diamétre. Au temps ¢ = 0, on suppose un état stationnaire
a vitesse nulle, i.e. Q, =0 m3/5 et de hauteur y,, = 0.2 m.

On effectue deux tests en modifiant les valeurs de la densité de référence p,, identique a
I’amont et & 'aval. On prend successivement p, = 1.29349 k:g/m?’ et pg = 1.29349 1072 kg/m3.

Dans les deux tests, on augmente la hauteur d’eau linéairement en 25 s de y,, = 0.2 m a
Yo = 0.4 m (c.f. FIG. 4.7). A Pamont, on impose p = pg, donc My = &(S — Ap) ou Ay est la
0

section d’eau & 'amont et 'indice 0 faisant référence aux états amont. Le débit d’air et d’eau a
I’aval sont supposés nuls, i.e. Qn = Om?’/s avec o = a et w.
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FIGURE 4.7 — Hauteur d’eau a I'amont

On trace alors le débit et la hauteur d’eau que 'on compare avec le modéle a surface libre du
Chapitre 1- Section 1.2 (donc sans prise en compte de l'air). On trace également la pression de
Pair et le débit d’air (pour mettre en évidence que les vitesses de l'air et d’eau sont généralement
différentes). Tous les tracés sont effectués au point x = 50 m en fonction du temps. Pour ces
deux tests, on a pris 100 points de maillage et une CFL de 0.8. On rappelle que la hauteur
piézométrique, i.e. la hauteur d’eau, est définie par

piezo = z + hy,.

On observe aux figures 4.8 et 4.10 que 'influence de I'entrainement d’air est négligeable pour
une faible densité p,. Sur les figures 4.11, 4.12 et 4.13, avec p, = 1.29349 k‘g/m?’, leffet de lair
est trés important car il modifie considérablement la dynamique de 1’écoulement. Initialement,
lair étant de densité importante et ne pouvant sortir de la conduite, est comprimé sous ['effet
de l'élévation de la hauteur d’eau. Réciproquement, la hauteur d’eau ne pouvant augmentée
librement au sein de la conduite, voit son débit s’accélérer. Bien que le modéle proposé soit un
« modéle jouet » , les résultats obtenus permettent de développer un modéle plus sophistiqué
avec échange de masse.
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FIGURE 4.8 — Hauteur d’eau au point z = 50 m et p, = 1.29349 10~2 kg/m?
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FIGURE 4.9 — Pression et débit d’air au point z = 50 m et p, = 1.29349 10~2 kg/m?
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4.2.5 Perspectives

Bien que l'approche air/eau soit simpliste, ¢’est un modéle intéréssant pour mettre en évi-
dence les difficultés numériques issues d’'un modéle & deux couches. En effet, le systéme a 4
équations étant, dans le plupart des régimes, non hyperbolique, dont les valeurs propres ne sont
pas explicites, peut étre résolu simplement & ’aide d’un solveur cinétique.

En vue de complexifier I'analyse pour la prise en compte de l'air dans un écoulement en
conduite fermée, la prochaine étape est bien str, le couplage du modéle air-eau avec le modéle
en charge précédemment établi au Chapitre 1. Dans un deuxiéme temps, on intégrera une phase
gazeuse et liquide au sein de chaque couche au modéle air/eau, ainsi que dans le modéle mono-
couche en charge. Un terme de transfert de masse sera également additionné pour traiter les
échanges entre couches. Cette approche semble étre un bon compromis en vue de modéliser la
cavitation avec prise en compte de l'air.
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Modélisation de la sédimentation
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NOTATIONS

b(t, z1,x2) : cote du fond variable mesurée depuis la surface 3 =0
H(t,z1,22) : hauteur totale mesurée depuis la surface z3 = 0
h(t,z1,22) : hauteur du fluide mesurée depuis la surface xs = b(t, 1, z2)
f(t,x) : densité de fonction des particules avec = = (x1, 2, x3)

v € R? : vitesse cinétique d’une particule

a : rayon des particules

k : constante de Boltzmann

0 : fluctuation de la vitesse thermique

T : température de suspension

pp : densité macroscopique de référence des particules

ps : densité macroscopique des particules

Py - densité du fluide

u € R? : vitesse du fluide

1 @ viscosité caractéristique du fluide

3
o div, = Z 0y, : divergence par rapport a x
i=1

3
o div, = Z Oy, : divergence par rapport a v
i=1

3
o A, = Z 831_ : laplacien par rapport a v
i=1

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’est intéressé a un probléme de transport de sédiments, appelé transport
par charriage.

L’étude de la sédimentation de particules dans un fluide en convection a un grand intérét
pour la compréhension de certains processus intervenant dans la formation et déformation du lit
des cours d’eau. Par définition, le sédiment est un matériau issu de I’érosion, transporté et déposé
par le cours d’eau. L’origine de ce dernier est endogéne (i.e. a partir d’une production autochtone
du milieu : cette production primaire engendre des débris de plantes aquatiques, microphytes et
cadavres d’animaux) et/ou exogéne (i.e par un apport de matiéres allochtones issues du ruissel-
lement des fleuves, des effluents ou de 'atmosphére : cet apport peut étre d’origine naturelle par
lérosion des sols, décomposition de la matiére végétale), ou par des matiéres organiques, de nu-
triments ou de micro-polluants en raison des rejets agricoles, industriels et domestiques). Ainsi,
les sédiments contaminés sont transportés et affectent la qualité de 'eau et sont sources de ma-
ladie. De plus, a long terme, le lit sous 'action de la sédimentation se déforme et peut engendrer
des problémes de navigabilité. En outre, il est donc d’un intérét majeur d’avoir une meilleure
connaissance des mécanismes pour développer un modéle mathématique de sédimentation de
fagon & pouvoir simuler et prédire afin d’éviter les problémes liés & ce phénomeéne.

5.1.1 Les différents modes de transports de sédiments

A ce sujet, il existe de nombreux modéles mathématiques issus de lois empiriques de transport
de sédiments. On distingue essentiellement deux modes de transport :
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e par charriage,

e en suspension.
Le mode par charriage correspond au transport de sédiments en contact étroit avec le fond.
Typiquement, une particule de sédiment roule. Dés lors que sa vitesse augmente et selon sa
densité, elle commence a bondir en effectuant des sauts de plus en plus long et haut : c’est le
mode de transport transitoire. Sa vitesse augmentant graduellement, la particule cesse d’interagir
avec le fond : c’est le mode de transport en suspension. La combinaison des deux modes est
appelée mode de transport total.

5.1.2 Un modéle mathématique : les équations de Saint-Venant-Exner

Sous l'action de la sédimentation, il existe une interaction dynamique entre ’écoulement et
la morphologie du fond, par exemple, le lit d’ue riviére. Le transport de sédiments modifie la
dynamique de I’écoulement et donc le transport de sédiments lui-méme. Les deux écoulements
sont donc interdépendants. Il existe un modéle mathématique pour représenter cette « action-
réaction » connu sous le nom de modéle de Saint- Venant-Exner. Ainsi, la partie hydrodynamique
de I'écoulement est gouvernée par les équations de Saint-Venant usuelles et la partie morpho-
dynamique est décrite par une équation de transport exprimant le déséquilibre entre le flux de
sédiments entrant et sortant provoquant un changement de la cote du fond : on appelle I’ équation
d’Ezner. En d’autres termes, on a d’'une part les équations de Saint-Venant qui s’écrivent :

Oth + div(q) =0,

h2 .
B,q + div (%) v <97> — _ghVb (5.1)

et d’autre part I’équation générale de transport de sédiments d’Exner donnée par :
Ob + &£div(gp(h, q)) = 0 (5.2)

ou h représente la hauteur d’eau, ¢ = hu est le débit d’eau, g, est le débit de sédiments (ou le
flux de transport solide) et £ = 1/(1 — v) est un coefficient de porosité associé a la couche de
sédiments.

Modélisation du terme gp.
En écartant I'étude de la granulométrie, le transport par charriage dépend de 5 paramétres

adimensionnels :

e [ : une intensité du transport par charriage, i.e. déplacement ou non des sédiments,

e ¢ : diamétre des sédiments,

e 7 : tension de frottement,

e p : profondeur relative,

e p : densité relative,
permettant ainsi de décrire le flux de transport solide sous la forme trés générale suivante :

@ =P, a,7,p,p).

Il existe de nombreuses lois empiriques a ce sujet, obtenues par ’expérimentation en laboratoire
ou réelle. Pour n’en citer que quelques unes, il y a

e la loi de Grass [58],

e la loi de Meyer-Peter-Miiller [83].
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On trouvera également d’autre lois dans [46].

Lorsque la force descendante due & la gravité est compensée par la force ascendante due a
la turbulence, la particule est en suspension. Pour ce mode de transport, le flux de sédiments
transportés en suspension dans une colonne d’eau est donné par la formule

h
@B :/ cudz
b

ou c¢ est la concentration de sédiments et u la vitesse du fluide en tout point z de la colonne
d’eau. Dans cette description, on retiendra seulement le nombre sans dimension de Rouse qui fait
intervenir le rapport de la vitesse verticale d'un sédiment et sa vitesse terminale (i.e la vitesse
pour lequel un objet en chute libre atteint une accélération constante) qui permet de déterminer le
profil de concentration des sédiments le long de la colonne d’eau. Dans le processus de dérivation
du modele de sédimentation proposé (c.f Section 5.2.4), ce nombre apparaitra naturellement.

A Theure actuelle, toutes les formules de modélisation du flux de transport de sédiments
sont obtenues & partir de lois empiriques qui sont valide seulement pour une plage de données
(dépendant des paramétres adimensionnels). Par conséquent, il est nécessaire de juxtaposer pour
la modélisation du transport total, une loi pour le charriage et une autre pour le mode en
suspension de sorte que les plages soient les mémes et pour que la loi totale qui en découle soit
physiquement valide.

Etudes mathématiques de modéles de transport.

Le modéle de Saint-Venant-Exner a été étudié numériquement, par exemple, dans [46, 94| et
mathématiquement pour la version visqueuse (i.e avec les équations de Saint-Venant visqueuses
a la place des équations (5.1)) dans [103, 110] en utilisant des estimations a priori comme dans
[86, 75, 24, 25, 31, 82].

Plan du chapitre

On présente une premiére dérivation formelle des équations de Saint-Venant-Exner obtenus
a partir d’'un modeéle de type mélange (en vue de prendre en compte, ultérieurement, le mode de
transport de sédiments total). Par abus de langage, dans la suite, on ’appelle modéle de mélange.

Les équations obtenues concernant la partie hydrodynamique de ’écoulement sont de type
2 2

Saint-Venant ou la loi de pression classique 95 est remplacée par g—. Cette nouvelle loi de
pression est issue d’'un modéle de mélange obtenu via un couplage d’équations de Vlasov avec un
terme de gravité (pour la partie sédimentation) et de Navier-Stokes compressibles anisotropes
(pour la partie fluide). A cet égard, on suppose que les sédiments sont sphériques de taille
uniforme, de dimension petite par rapport & la hauteur du domaine. Par suite, en jouant sur
des paramétres de vitesses verticales fluide-sédiments, on dérive dans un premier temps la limite
hydrodynamique de I’équation de Vlasov. Ensuite, en prenant les deux premiers moments de cette
limite, on aboutit a des équations d’Euler compressibles que 1’on ajoute a celle de Navier-Stokes
pour obtenir lesdites équations de mélange (c.f. Section 5.2.4).

Ensuite, en vue d’obtenir un modéle unidirectionnel, on effectue une deuxiéme analyse asymp-
totique de type couche mince (comme celle présentée dans [54, 79| et au Chapitre 1 ou 3). C’est
I’objet de la Section 5.3. Puis, par une technique de moyennisation suivant la verticale, on obtient
le modele de sédimentation de type Saint-Venant-Exner.

Enfin, on termine par quelques résultats de stabilités de solutions faibles sur le modéle obtenu
aux Sections 5.4 et 5.5.
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5.2 Dérivation formelle du modéle de mélange

Dans cette section, on dérive formellement un systéme de type Navier-Stokes compressible
afin de modéliser l'effet des sédiments dans un fluide qu’on appelle modéle de mélange.

Le systéme est obtenu en additionnant les deux premiers moments de la limite hydrody-
namique de I’équation de Vlasov aux équations de Navier-Stokes compressibles anisotropes de
pression barotrope non-homogeéne. Cette loi s’écrit sous la forme k(t,z)p” et elle est particulie-
rement bien adaptée pour obtenir des équations de type Saint-Venant.

Plus précisément, la dynamique des sédiments est décrite par I’équation de Vlasov usuelle a
laquelle on ajoute un terme de gravité tandis que I’écoulement fluide est gouvernée par des équa-
tions de Navier-Stokes compressibles anisotropes (celles introduites pour les équations primitives
compressibles simplifiées, voir Chapitre 3). Pour traduire I'interdépendance, on ajoute un terme
source correspondant a la force de trainée de Stokes.

En introduisant un nombre sans dimension, qui est le rapport de temps de relaxation par un
temps caractéristique, supposé petit, on obtient formellement au premier ordre une Gaussienne.
Par conséquent, en prenant les deux premiers moments de la limite hydrodynamique, on obtient
des équations d’Euler dont le terme source est de signe opposé a celui de la force de trainée de
Stokes : c’est le principe d’action-réaction. Additionnant ces équations, on dérive le modéle de
meélange. La premiére partie de cette section est basée sur les travaux de Goudon et al. [57].

5.2.1 Présentation des modéles

On suppose que les particules sont sphériques, de méme diameétre et soumises a la gravité.
L’évolution des particules immergées dans un fluide est décrite par une densité de fonction
f(t,z,v) >0, ott & = (x1,2,23) € Qg C R est la position de la particule, v € R? sa vitesse
cinétique au temps ¢, satisfaisant I’équation de Vlasov (5.3) avec Qg défini comme suit :

Qo ={ze R3: (21, x2) € [0,£1] x [0, £a] et 0 < 3 < b(t,z1,32)} .
En outre, g est composé d’une région de mélange fluide-particules Q(t),
Qt) = {x € R3; (x1,22) €10, £1] x [0, Lo] et b(t, z1,22) < x3 < H(t,xl,xg)} ,
et d’une couche de sédiments (c.f. F1G. 5.1)
{:U e R3: (x1,22) € [0,£1] X [0, L] et 0 < 3 < b(t,xl,xg)}

ou H est la hauteur totale (mesurée a partir de la surface zg = 0), h est la hauteur du fluide
(distance séparant la cote du fond a la surface libre) et b est la hauteur du fond variable engendrée
par le dépot de sédiments (mesurée également & partir de la surface x3 = 0).

L’équation de Vlasov avec terme de gravité est :

O f +dive(vf) +divy,(F +g)f) =rA,f. (5.3)

Le vecteur gravité g est § = (0,0, —g)" et il est souvent noté —gE avec k = (0,0,1)". Le terme
F est la force de portance, communément appelée force de trainée de Stokes, qui s’oppose a la

gravité. Elle est donnée par :

F = GEM (u—v). (5.4)

ol a est le rayon (supposé constant) du sédiment, M est la masse des particules donnée par

M = ppgﬂ'a?’ avec pp la densité massique de la particule.
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Le terme w est le champ de vitesse du fluide et p une viscosité caractéristique du fluide, supposée
constante.

Le terme de diffusion rA, f décrit les effets browniens du mouvement des particules ot r > 0 est
la vitesse de diffusion exprimée par la formule d’Einstein :

kT 6rpa kKT 9u
r=— =—
M M M 2a2p,

(5.5)

ol k est la constante de Boltzmann et 7" > 0 est la température de suspension, supposée
constante.

T3 @3 = H(t, X)

o
@ | iltams) = Hitzi, o) — b(t,o1,00) ® ®
Y o
o o © o

T1

2a __[® Sédiment

FIGURE 5.1 — Domaine fluide-sédiments €2(t)

L’évolution du fluide est décrite par sa vitesse u(t,x) = (u1, ug, us)(t, ) et sa densité py,(t, )
qui satisfont les équations de Navier-Stokes compressibles suivantes :

Opw + div(ppu) = 0,, (5.6)
O (pwu) + div(pyu @ u) = dive(py, u) + §,
p=p(t,x)

ol 0(py,u) est le tenseur des contraintes totales :
—pl3 + 2% (py)-D(u) + A py)div(u) I3
avec I3 la matrice identité. Le terme X(p,,) est la matrice anisotrope :

,ul(pw) 1% (pw) IUQ(/Ow)
p(pw) B
w3(pw)  13(pw)  H3(Pw)

avec fi; # pj pour i # j et 4,5 =1,2,3.

Remarque 5.2.1. Comme dans le Chapitre 3, un tel tenseur permet de manipuler l'ordre de
grandeur des viscosités afin de dériver un modéle proche des équations primitives compressibles.
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Le tenseur visqueux X(p,).D(u) est :

111 (pw) Oy Ml(pr) (O, u1 + O,y ug) palpu) (Ozsur + O u3)
Ml(pw) (8$1u2 + amul) Ml(pw)amuZ MQpr)(amUQ + axgu?)) ' (5'9)
= 2pw) (8351213 + aﬂc:aul) M?’(pr) (ax2u3 + aﬂc?,u?) M3(pw)aar3u3

On propose la loi de pression barotrope non-homogéne (comme dans [30]) qui s’écrit :

gh(t,x1,22)

p(t,z) = k(t,z1,22)p(t,2)* avec k(t,zy,z2) = 1 (5.10)
Pf
oll p 1= py + ps est une densité de mélange avec p, la densité macroscopique donnée par
Ps :/ fdv (5.11)
R3

et py une densité caractéristique du fluide. Ainsi, on impose un premier couplage entre sédiments
et fluide via la pression.

Un deuxiéme couplage a lieu au niveau des forces extérieures appliquées au fluide §. L’ensemble
de ces forces est donné par :

9
g:_/ Ffdv—i—pwg‘:T’u/ (v—u)fdv+ pwg (5.12)
R3 2a pp R3

ou le terme — F fdv permet de prendre en compte 'effet des mouvements des particules sur

R3
le fluide.
Finalement, les équations pour le modéle de 'interaction fluide-sédiments proposé s’écrivent sous
la forme :

. . 6mpa 5 _ kT 9u
ouf +diviof) + v, ( (T2 =) +7) £) = St

Opw + div(pyu) = 0, (5.13)

O (pwu) + div(ppu @ u) + Vp — 2div (X.D(u)) = V(A(pw)div(u))

Iu -
—u)fdv — gpuk
+2a2pp /RB(U u)fdv — gp

oil la pression p est donnée par (5.10). A ce systéme (5.13), on adjoint les conditions aux limites
données dans la section suivante.

5.2.2 Conditions aux limites

On présente dans cette section les conditions aux limites qu’on adjoint au systéme (5.13).
Pour les conditions associées aux équations de Navier-Stokes compressibles anisotropes, on écrit
la condition cinématique a la surface libre et la condition de continuité du tenseur des contraintes.
Quant aux conditions au fond, on impose une loi de glissement et la continuité de la vitesse a
I'interface entre la région fluide et la couche de sédiments.
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Actuellement, on n’a pas encore établi la « bonne » condition aux limites cinétiques pour
I’équation de Vlasov afin d’aboutir & une équation de type Exner. Cependant, on impose la
continuité entre la vitesse de déplacement u, du fond mobile et la vitesse du fluide v comme
suit :

u-np =Up - np, en xz = b(t,z1,2).

On entend par la « bonne » condition, une équation tel que up a pour expression :

/ vfdv—i—/ vf dv
o9, o

U =

Ici, BQBL est la partie du fond correspondant aux particules qui se déposent et 0€2 est celle oil
ces derniéres se déplacent (i.e roulent ou décollent sous I'action du fluide).

Classiquement, une condition de réflexion de Maxwell est imposée. Elle exprime 1’équilibre
entre les particules entrantes et sortantes. Elle est définie par un opérateur locale de réflexion
et de diffusion. Dans [80], avec ce type de condition, les auteurs dérivent le systéme de Stokes-
Fourier a partir de I’équation de Boltzmann. Cet article fournit peut étre un moyen d’exprimer
une telle condition. Le travail est en cours.

5.2.2.1 Conditions a la surface libre

En supposant que la viscosité de 'air est négligeable, la condition de continuité est donnée
par :
o(u)ns = (Bk(t,x) —po)ns en x3 = H(t,x).

Le vecteur ng est la normale unitaire sortante a la surface libre définie par :

1 -0y H
ng = —0z,H |,

’ V 1+ |v117$2H|2 1

ou 3 est un coeflicient de capillarité, s est la courbure moyenne de la surface libre et pg la pression
atmosphérique a la surface libre. Ainsi, la condition & la surface libre est :

u
(p+ IBK/ _pO) v:vl,:ng - lu’lDlEI,lEQ < u;

+ 112 (axs < Z; > + vm,mu?,> — Aiv(u) Vg, 2 H = 0,

u
—p — QK+ po — U3 <613 ( u; ) + Vxl,x2u3> . Vm,sz

Vo, z H

(5.14)

+24305,us + Adiv(u) = 0.

5.2.2.2 Conditions au fond

Au fond, on impose une loi de glissement de la forme :

((o(u)np) - ) - 75 = R(u) en xg = b(t, x1,x2)
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ot la friction R(u) = (&, (u), R, (u), &;(u))" peut étre laminaire et/ou turbulente (c.f. [79]). Le
vecteur normal unitaire sortant s’exprime par :

— 0y,

1
b

ny = -0
V 1+‘Vﬂc1,x2H’2 1362

et 7, est un vecteur unitaire du plan tangent a la surface x3 = b(t,z1,22). Cette condition est
réécrite :

o(u)ny — (a(u)ny - np) np = K(u) en x3 = b(t, v1,2).
Ainsi, on a :

( Uy

—H1 <<1 + ’Vxl,mb‘Z) I — v$17$2bv$17$26t> le,m < s $17$2b
iz (14 Va2 ) I = Vi 26V, (axg < Zl > + vm,mu3>
2
u

— M3 <<a{L‘3 ( ’LL; ) + Vxl,:vgu?)) : vl‘l,l‘gb> V:vl,:vgb + 2#383332143 vl‘l,l‘gb
_ 2\3/2 [ Ri(u)
() (20

2 Uy 2
— 43 |V$1712b| (8;,33 < Us ) + Vgpl,x2u3> . V$1,£B2b+ 2,&3 |V$1,x2b| 6mSU3

u
+,U2 <8:1:3 ( u; ) +v11,$2u3> : V:lil,ll?Qb
u
—H1 <Dm1,x2 < u; > Vzl,mb) 'Vxl,mb

— <1 + |thmb|2>3/2 Rs(u).

(5.15)

En écrivant la condition de continuité des vitesses a 'interface,
U Np = Up - N,

et en introduisant une quantité .S, on pose

S =0+ \/1+4 |Vaymb?u-ny en x3="0(t x1,22). (5.16)

Le terme S —4/1 + |Vx1,x2b|2u -y, traduit la dynamique de la variation du fond b.

Remarque 5.2.2. Il n’y a aucune raison pour qu’un sédiment au fond soit transporté & la vitesse
du fluide telle une condition cinématique o la surface libre. C’est pourquoi on introduit le terme

S.

Remarque 5.2.3. Comme nous allons le voir aux Sections 5.4 et 5.5, en posant S = 0 et en

définissant —\/1 + |le7mb|2u-nb par une loi empirique on obtient des modéles de sédimentation
usuelles. Néanmoins, comme on l’a souligné en début de cette section et via la remarque précé-
dente, on pense que si on peut définir une condition aux limites pour [’équation de Vlasov, alors
on pourrait définir mathématiquement le terme S pour pouvoir ensuite le comparer avec une des
nombreuses lois empiriques existants a ce sujet (Voir lintroduction du chapitre).
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5.2.3 Analyse dimensionnelle du modéle de base

-
Suivant Goudon et al. [57], on introduit un petit paramétre ¢ = — ou 7 est le temps de

relaxation que 'on compare & un temps caractéristique ¥. Le temps de relaxation est défini par :

M _2a2pp
6rua 9

T =

(5.17)

Il correspond également au temps terminal de Stokes, i.e. le temps & partir duquel une particule en
chute atteint une accélération constante. On appelle d’ailleurs cette vitesse, la vitesse terminale
de Stokes .

On introduit aussi une longueur caractéristique £ (correspondant a la hauteur du domaine)

£
et une vitesse caractéristique du fluide 4 de sorte que U = T On définit une fluctuation de la
vitesse thermique
Vo =/ ==

M
que l'on compare a .
Enfin, on pose

i) =20, 5 =22 wd @53 = oy VO 85, V)

Ainsi, le systéme (5.13) s’écrit sous forme adimensionnelle :

A I _
{5 Vaf + —d1v~({(17 — 5 - gF) = %Agf, (5.18)

Vo
N\/§

Pw + ?div(ﬁ;ﬂ) =0, (5.19)

f+

Al =
w?)

Al =
%

.0 —
%&(pwu) + %diVE(Pwu ®u)—

Vo
£2

(2055 (D@) + V5 vz @) + L0935

0 @W—a)fdo—prgpuk.  (5.20)
R3

- 2a2p
On note les nombres sans dimension B, C, E, F' comme suit :

2
NG T g% E:S(a

Pp
— = — - =C. 5.21
T = 7 <) o (5.21)

T
Ainsi, en multipliant les équations (5.18) et (5.19) par T, I’équation (5.20) par PV en utilisant
Pf

la définition de 7 (5.17) et celles des nombres sans dimension ci-dessus (5.21), et en omettant le
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tilde, le systéme précédent s’exprime sous la forme suivante :
(0,f + Bdiv,(vf) + Cdivy, ((u —v)f — Vo f) = Fdivy(k f),
Otpw + Bdiv(py,u) = 0,

. . . (5.22)
O (puwu) + div(pypu @ u) + BVp — 2 Ediv (2.D(u)) = EV(Adiv(u))

+C (v—u)fdv—prE.
R3

Remarque 5.2.4. Les conditions aux limites ne sont pas écrites car elles sont invariantes par
ce changement d’échelle.

5.2.4 Analyse asymptotique formelle

On se place dans le régime asymptotique suivant :

1
@:OM,B:OM,C:? F=0(1), E=0(1). (5.23)
P
11 signifie :
e ’hypothése Pr _ O(1) traduit le fait que les particules sont de masse non négligeables.
Pf
Pour aller plus loin dans I'analyse, en introduisant le nombre de Rouse R = “s avec wg

Vup
la vitesse terminale de Stokes,

2ga’®

:’t
on cegu,

et vy, une vitesse caractéristique verticale associée a v3 (vitesse verticale des sédiments),
alors on retrouve les trois types de régime en fonction des parameétres énoncés a I'introduc-
tion (c.f. Section 5.1) :
— si wg > vy alors le transport est en mode charriage (les particules sont transportées le
long du fond),
— sl wg = vy alors le transport est en mode transitoire (les particules du fond commencent
a bondir de plus en plus loin et haut),
— sl wg < w3 les particules sont en suspension.
e B = O(1) signifie que la vitesse caractéristiques {4 du fluide et la fluctuation de la vitesse
thermale v/ sont de méme ordre par rapport a €.
e Le terme C est le nombre de Knudsen et C' = 1/e signifie que le temps d’interaction a
I’échelle microscopique est trés rapide.

e Le terme 1/F est le nombre de Froude. En effet, puisque Vo~ U = é, on a
9% _ gL
F==—=>=.
£ e

e Compte tenu de ce qui précéde, E = O(1) signifie que le diamétre des sédiments est petit
par rapport a la hauteur du domaine.
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En écrivant le développement asymptotique de f, u, p et p par rapport a €,
F=f4ef' 4+ 0, u=u"+eu' +0(?),p = " +ep' + O(e*), pu = ooy +ep' +O(€%), (5.24)

puis, en les injectant dans le systéme (5.22), on en déduit par identification suivant les puissances
de € :

a lordre 1/¢ :
div, ((u® —v)f° = V,f) =0, (5.25a)
/ (v—u)fPdv=0 (5.25b)
R3

a ’ordre O :
Orf0 4 BuV, f0 + divy (u® — v) f1 — Vu f1) + divy, (u' %) = FV, f°,
08 4 Bdiv(pSu®) = 0,

OU(p”) + Biv, (o ® o) + BV, = 2 B (div(s”.D(u) (5.26)

PO iv)) +

R3(v—uo)fldv—/ ul fO dv — Fpk.

R3

En notant la densité macroscopique de particules ps et sa vitesse macroscopique V/,

(p[:i/):/m(i)fd” (5.27)

et en écrivant leurs développements asymptotiques suivant e, a 'ordre principal, on a :

0
(bt )= Lo (5 )

D’autre part, via I’équation (5.25a), on en déduit que la densité de fonction est une Gaussienne
donnée par :
70 Lo —Ljju0—v|?

= ——p,e
/—27T/)s
De plus, I’équation (5.25b) fournit :
VO =40
Compte tenu de ce qui précéde, il devient alors trés facile de prendre les deux premiers
moments de I'équation de Vlasov dans (5.26). On obtient les équations d’Euler compressibles
suivantes :
dip? + Bdiv(plu®) = 0
i (pdu’) + Bdiv () u’ @ u’) + BV (p]) (5.28)
:/ (u® — o) f* —i—/ uy fO dv — Fp2k.
R3 R3

Par ailleurs, les deux derniéres équations de (5.26) donnent le systéme suivant :

drpy, + Bdiv(ppu’) = 0,
Or(p2 u®) 4+ Bdiv, (2 u® @ u®) + BV, p° =2 F (div(EO.D(uo))
(5.29)

+V()\div(u0))> + /

Rg(v—uo)fldv—/ ul fO dv — Fpk.

R3
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Ensuite, en notant ¢ la quantité
0 0
0= Pyt Ps
et en additionnant les systémes (5.28) et (5.29), on aboutit a :

dro + Bdiv(ou®) =0,
d1(ou®) + Bdiv,(ou’ @ u®) + BV.(p+ %) =2 E <div(EO.D(u0)) (5.30)
5.30

—l—V()\(g)div(uO))) — Fok.

Remarque 5.2.5. En introduisant y la fraction volumique de sédiments, en multipliant le pre-
mier systéeme par « et le second par (1 — «), en choisissant une « bonne loi de pression », p, et
une équation de transport sur y, on aboutirait & un modéle de mélange. Cependant, par souci de
simplicité, on a additionné les deux systémes.

En écrivant :
Vou' =u, pro=p

1
et en multipliant I’équation de conservation de la masse du systéme (5.30) par —, I’équation de

T

0
Py \/_, on obtient le systéme dans les variables

conservation de la quantité de mouvement par

physiques suivant :

Op + div(pu) = 0,

O(pu) + dive(pu @ u) + V, P =2 <diV(EO.D(u)) (5.31)

+V(A(p)div(w)) ) — gok.

ol
P=p+0ps

est la pression définie par p (5.10) et ps (5.11). On appelle ce modeéle, modéle de mélange.

Remarque 5.2.6.
e Compte tenu de la remarque précédente, la terminologie employée pour le modeéle (5.31) est
un abus de langage.
e [n procédant a une analyse en couche mince, le terme ps sera éliminé des équations (5.31).

5.3 Dérivation formelle d’'un modéle de transport de sédiments

Dans cette section, on présente un modéle de transport de sédiments obtenu par une analyse
asymptotique en couche mince et par moyennisation suivant la verticale.

5.3.1 Analyse asymptotique de type couche mince

En vue d’obtenir 'approximation hydrostatique du systéme (5.31), on introduit le paramétre
d’échelle
LU

TITU
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ol U est la vitesse caractéristique introduite a la Section 5.2.4 et U une vitesse caractéristique
relative aux mouvements horizontaux. La hauteur caractéristique, notée £ (déja introduite a la
Section 5.2.4) est supposée petite devant la longueur caractéristique L du domaine. On pose alors

T le temps caractéristique tel que T' = i

/\ Dans la suite de ce chapitre, on note
iE:(iEl,fEQ), Yy = xs, U = (u15u2), and’l):U3

pour dissocier les composantes verticales des composantes horizontales.

On pose
7 t . x -~y - U . v
T7 L7 y ﬁ’ U7 u?
T h ~_ P ~ Ps 7 H 7 b
ﬁ’ p ﬁ’ pS ﬁ’ £7 £7
~ A _ i
)‘::7 M = - ]_17273
A I fj

les variables sans dimension représentant respectivement le temps, 'espace, la vitesse du fluide,
la hauteur du fluide, la densité, la hauteur totale, la hauteur du fond et les différentes viscosités.
Ensuite, on définit le nombre de Froude, noté F., le nombre de Reynolds associé a la viscosité
wi (i=1,2,3), noté Re; et le nombre de Reynolds associé a la viscosité A, noté Re) sont donnés
respectivement par :

U pUL pUL
y———n Rei = pT, Re)\ = pT (532)
VgL i A
Enfin, on introduit les quantités caractéristiques de friction R et de variation du fond S telles
que :

S=cUet A=cpU.

Dans la suite, on pose p = py.
Alors, le systéme (5.31) adimensionnel est :

0+ v (5) + S () = 0
% -(570) ﬁfdm (ﬁﬁ@’d)era (5570) + Vs (%gﬁz+%ﬁﬁs> _
%divi(u_miiﬂ)) n %%g E afa) + B o, ) +
EVE (A div (Uu)L? AL (A az){) ) (5.33)
D0 (57) + L2 dive (5w) + £ -05 (57) + 05 (9Php + 25, ) _
~gpp+ %dw; (73 057) + %dwg (5 V) + 2“_2—5’0@(,750@'5)

zia (Adwx( )) Aﬁzja (A@v)
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Les conditions a la surface libre (5.14) s’écrivent :

pL (. — ~ Uﬁ ~
L2 (5+ B — o) Vil - o= (@) Vi +
u AU L~ ~
2 < <£8 U+ — V v>> 2 ——Adivz(u)VzH
U~ (5.34)

- ur ~
p(—=p — ak +po) — M3< <6~u+ Vv>>-V5H

AU~ A
+2 M 38"’[) + — )\leg(’U,) + —u)\a’y“(fﬁ) =0
L L
ol on a posé
o 97
1

Les conditions au fond (5.15) sont :

mUcL Lo A L2 5\~
2 M 1+ 'vab 7 V30V3b" | Dz(u)Vzb

L_ ~? L2~ -\ (U_._ U_ _

+ o + ‘zVﬂ) I, — ﬁngng ) <Zagu + EV;U)

LU u EQ ~ ~ Utis —— T
—H3[43 << agu Vi U) . ng) Vb + 2##38@2} Vzb

L 3/2
) (i)

L ~
(oo

2 (L2U . _ £3u -~ LUTs 2
—fizp3 |V (—8~u il V8 ) Vib+2 L2M3p3‘v~b

(5.35)

TR
_ L U, . U_ .
2 i <Z<9yu + vav> Vb

L (Da(@)Vih) - Vb

9\ 3/2
L~ _
- <1+‘ZV51) ) RUR (D).

Enfin, I’équation de la variation du fond (5.16) adimensionnelle est :

jﬂ% + UTEu(t 7,b) - Vb —UD(L,7,b) = S8. (5.36)

En utilisant les nombres sans dimension donnés par (5.32), en omettant le tilde, en posant p, = p
et en multipliant I’équation de conservation de la masse du systéme (5.33) par T', I'équation de

la conservation de la quantité de mouvement sur u (5.33) par =T I’équation de la conservation
I
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. T : . .
de la quantité de mouvement sur v (5.33) par =7 on obtient le systéme suivant :
14

Op +divy (pu) + 9y (pv) =0
' hp2 7'2
O (pu) +divy (pu®@u) + 0y (pvu) + Vy —|—9ﬁps =

4F2
1 1 1
- divy (1 Dy (u)) + Tes Oy (,ug <—€2 Oyu + Vﬂ))) + Tex Ve (Adiv(u)) -
. hp? T2 11 5.37
2
O (pv) + divy (puv) + 0y (pv )+6y <Fr2 HFPS> :_5_2_7?'0

1 . 1 2
+R—63d1V$ </1/3 <€—28yu + VxU>> + %@/(ug@yv)

| +%8y ()\ le(’U,))

Remarque 5.3.1. Comme V0 ~U (c.f. Section 5.2.4) avec U = 75,, on en tire
o, T
Gﬁ =c et Gﬁ =

L 1
En multipliant la premiére équation de (5.34) par 7 et la seconde par —, les conditions aux
p p

limites s’écrivent :

1
(p+ Bk —po) Vo H — R—el,ung; (u) Vo H+

1 1 1
. il \V - vy () Vo H
ey <u2 <€2 Oyu + xv)) “Te Adiv, (u)V,

1 5.38
——— X9y (v)V,H =0 ( )
Re), )
(—p — ak +po) — Tex (13 (Oyu + eQva)) -V.H
3
1 1 .
+2 R—egu?ﬁyv TR (diva(u) + 9y(v)) = 0.
De méme, en multipliant la premiére équation de (5.35) par SUPL et la derniére par W, les

conditions aux fond sont :

( ]/%Lll <<1+g |V 0| ) 5 — 2V bV bt) (W) Vb

+}/%‘_2 <(1 4 g2 |Vmb|2) I — eQbevmbt> <i26yu - w)

1
— 2 ((Dyu+*Vaw) - Vab) Vs b 250y Vb
3
Ri(u) 5.39
= (1 Vb (5.39)
(1+2 |) (@@))’
\v b| (8u+€2V v) - Vob + 25 2% [ = |Va b? v

K1
2 (Dyu + £2V,0) - be— 2361( (W), b).vb

<1+e V. b|> R3(v).

R
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T
Finalement, en multipliant ’équation (5.36) par 7 on trouve :

Ob+ u(t,xz,b) - Vb —v(t,x,b) = %S (5.40)

5.3.2 Reégime asymptotique

On se place dans le régime asymptotique suivant

i i— , A
% = ly(p), i =1,2,3 et Alp) = 2y(p). (5.41)

Ainsi, le systéme (5.37) s’écrit
Orp + divy(pu) + 0yv = 0,
1
O¢(pu) + divy(pu @ u) + dy(pvu) + mvx(hpQ) + &2V ,ps = divy (v1(p)D(u))
1
FL0,(0)0,1u) + 20, (12(p)V.0) + 2V (03 ()liva ) + 2V (15 (0)0y0) (5.42)

: h :
I (pv) + dive(pvu) + 9y (pv?) + mapr + Oyps = Eyald + 2div, (13(p) Vo)

\ div, (3 (p)Dy ) + 20, (v3()0,0) + By (v(9)y0) + By (va(p)diva(w).
En utilisant (5.41), les conditions & la surface libre (5.38) sont :

(

1
(p + /B’KL - pO) VxH - /’L1D$ (u) VxH + <M2 <gayu + Evmv>>

—eydiv, (u)VH — 270, (v)V,.H = 0, (5.43)
(—p — ak 4+ po) — €23 (Oyu + 52va) -V.H

+2 2 30,0 + €2 (divy (u) + 9, (v)) = 0.
et les conditions au fond (5.39) s’écrivent :
(o ((1 e |be|2> I — 52Vmbvmbt) - Dy(u) - Vb
1
1+ |Vb]* ) I — 2V, bV,bt ) - =0 .
+ (1422 19.62) b — 29,0V, ~0,u+ eV,

—e2 3 ((3yu + 52V$v) . be) Vb + 252,ugt9yv Vb

32 ( Ri(u 44
—(1ewa?) (R ), o
— g | Vzb|? (62(9yu + 54va) Vb + 263 s |V 102 Oyv
+epz (Oyu + e2V,0) - Vb — 2y (Dy(u)Vib) - Vb

3/2
_ g2 <1+52|be|2> " qy(v).

On suppose désormais que les quantités u, p, v, p et h admettent les développements asymp-
totiques par rapport a e suivants : u = ud + aul, U = po + apl, v =1+ avl, p = pO + apl
et h = h® + eh! . En les injectant dans le systéme (5.37) et dans les conditions aux limites
(5.38)-(5.39), par identification suivant les puissances de ¢, on en déduit :
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A Tordre €2
De l'équation (5.42), on en déduit

700" ==p". (5.45)
Par conséquent, il vient :
h(?ypo = -2
A Vordre 7!
De l'équation (5.42), on en tire
9, (v2(p)9yu) = 0, (5.46)
et de I’équation (5.43), on obtient :
va(p)dyu’ = 0. (5.47)

Ainsi, des équations (5.46) et (5.47), on a dyu” = 0. Autrement dit, u° est indépendant de la
variable verticale y :

u(t, z,y) = u’(t, z) + O(¢).

A T’ordre &°
Compte tenu de ce qui précede, a partir de I’équation (5.42), on écrit

Ou(pPu?) + diva (0 @ ) + 9, (p0°) + 5V, (A(")2) = dliv (11 (p) D)) + ), (v ()’

AF?
(5.48)
et des conditions a la surface libre (5.43), on en déduit
va(p)0yu' — v1(p)D(u®)VH® = 0. (5.49)
De méme, a partir des conditions aux fonds (5.44), on écrit
o’ +u? -Vl - =8 (5.50)
et
va(p)Oyut — v1(p) D(u®)VH? = &(u). (5.51)

Par conséquent, en omettant l'exposant 0 des quantités précédentes, le systéme (5.37) a

I’ordre principal s’écrit :
Orp + divy (pu) + 0y (pv) =0

O (pu) +divy (pu®@u) + 0y (pvu) + ! —5Vaz (hp?) = div, (11 Dy (u))

4F; (5.52)
+8y gugﬁyul) s
ho,p” = —2.
En posant kK = py = 0, les conditions & la surface libre se réécrivent, a l'ordre principal,
{ —1Da (1) Vol + (v20yu') =0 (5.53)
p(p) =0
et les conditions au fond donnent les équations :
11 Dy (u) Vb + v9dyut = ( ﬁlgzg > ,
2 (5.54)

va0yu - Vb =0,
ob 4+ u(t,x,b) - Vb —v(t,xz,b) = S.
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5.3.3 Intégration verticale du modéle de mélange

Le modéle de transport de sédiments proposé est obtenu par moyennisation verticale des
équations (5.52) (de la méme maniére qu’au Chapitre 1). A cet effet, on note, pour toute fonction
f, la moyenne de f le long de la verticale [b(t,z), H(t,x)] par :

H
h(t,x)f(t,x):/b fdy.

En intégrant I’équation hdyp = —2 entre y et H, on obtient une équation de type hydrostatique
suivante :

hp =2(H —y).
A partir de 'équation hp = 2(H — ), on a :

H 1 H ) H
/ pdy:ﬁ/ hpdy:ﬁ/ (H—y)dy=h (5.55)
b b b

et en particulier, la pression moyenne s’écrit :

H 4
/ hp? dy = §h2. (5.56)
b

Par suite, en utilisant

la régle de Leibniz,

les conditions aux limites (5.53)-(5.54) ,
u(t,z,y) =u(t,z) + O(e),

I'équation (5.55),

S =0 (pour simplifier),

on obtient I’équation de la conservation de la masse :

Oth + div(ha) =0 (5.57)

De méme, en intégrant 1’équation de la conservation de la quantité de mouvement du systéme
(3.24) pour b < y < H, on obtient :

1 2
3—F?Vx(h )+ <pu (O +u-Vyb—w) > ‘y:bvxb
H —_

- <pu (OH +u-VoH — w) )  V.H = divm(/b D(u—a) dy + (1) hD(T))
+ (120yut — 11Dy (u)V;b) y + (11 De(u)V H — vadyu')

Oi(hw) + divy(hT ®@u) +

ly= ly=H *

En utilisant les conditions aux limites (5.53)-(5.54) et le fait que v = u + O(e), on obtient
finalement :

_ P 1 o h . _ £ (u)
O(hu) + div(hu @ u) + 37 Vh* = —F—ng + div(hD(a)) — < (1) (5.58)
De retour aux variables physiques, le modéle de transport est :
Oth + div(ha) = 0,
_ o h . _ £1(u)
O¢(ha) + div(hu ® @) + ghV 3 +b) = div(hD(a)) — Ro() ) (5.59)
2

8tb + uvwb = V.
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Remarque 5.3.2.
e Les équations ci-dessus sont formellement proches de celles de Saint-Venant-Exner (5.1)-
(5.2) pour un transport par charriage ou en suspension.
o Lorsque S # 0, il faut ajouter le terme source —2S a l’équation de conservation de la masse
et —2uS a l’équation de conservation de la quantité de mouvement.

En dépit, de la différence constatée entre les équations (5.59) et (5.1)-(5.2) i.e. les coefficients

1
de pression — au lieu de 3 de méme que [103, 110], on a aussi des résultats de stabilités de

solutions faibles.

5.4 Un premier exemple : le flux de transport diffusif de J-D.
Zabsonré

Dans cette section, on considére le modeéle (5.59), sans le terme de friction, avec le flux
de transport diffusif introduit par Zabsonre et al. [110], que 'on modifie en introduisant les
coefficients «, 3. Précisons que dans [110], ces coefficients sont égaux a 1. Le modéle est donnée
par :

Byh + div(hu) = 0

h
O(hu) 4+ div(hu ® u) + ghV <§ + b) = 2vdiv(hD(u)) (5.60)
dyb + div(ahu [ulf — BrVbI) = 0

ou I est la matrice identité. Le flux de transport solide est uVyb — v = div(ahu |ul¥ — BrVb) on
a et [ satisfont les relations (5.63).
On adjoint au systéme (5.60), la condition initiale satisfaisant les régularités suivantes :

ho € L*(Q), hji—o = ho = 0,  by—g = by € L*(Q),  huy—g =mg (5.61)
et
Imo|? /ho € LY(Q),  V/ho € L*(Q)° (5.62)

ott Q = 72 désigne le tore. Alors, on a le résultat suivant :

Théoréme 5.4.1. Soient o, B et v = vy(«, 5), d = 6(B) (des coefficients appelés de stabilité) tels
que :
0<B8<2,a>0

2
o) =35>0 (5.63)
Ve, B) = 3ag(B) > 0,
6(8) = ¢(8) —1>0.
Soit (hp,un,by) une suite de solutions faibles de (5.60) avec (5.61)-(5.62), au sens suivant :
Vk e€[0,1/2] :
o le systeme (5.60) est satisfait dans (D'((0,T) x Q))4 avec (5.61)-(5.62),
e linégalité d’énergie (5.64), l'inégalité d’entropie (5.66) et les propriétés suivantes sont vé-

rifices :
Vhu € L®(0,T; (L2 (2))?) VhVu € L2(0,T; (L2 ()Y
R R+2)0 € L2900, T; (LF2(Q))?)  h/3+be L=(0,T; L*(Q)),
V(h/3) + Vb e L*(0,T; (L*(Q))?) VVh € L=(0,T; (L*())?),
RYED )Y e LF(0, T; (LF(Q)4).
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Sihy > 0 et la suite (b, ull,my) — (ho, uo, mo) converge dans L*(Q) alors, a une sous-suite pres,
(hpy Up,, M) converge fortement vers une solution faible du systéeme (5.60) et satisfait l'inégalité
d’énergie (5.64) et l'inégalité d’entropie (5.66).

Estimations a prior:

Les estimations nécessaires pour montrer la stabilité de solutions faibles sont obtenus clas-
siquement via I’énergie et une entropie mathématique (par exemple, la BD entropie utilisé au
Chapitre 3) :

e l'inégalité d’énergie est obtenue en multipliant 1’équation de la conservation de la masse

par w puis par intégration par parties.

e l'inégalité d’entropie est obtenue via une combinaison de l’équation de la conservation de
la masse et de la quantité de mouvement a ’aide d’un multiplicateur puis par intégration
par parties.

Cependant, la démarche ci-dessus est insuffisante en raison de 1’équation sur b, du coefficient 1/3,
« et B car ils introduisent des termes intégraux dont leur signe est inconnu.

Cependant, en combinant les inégalités qu’on obtient par la BD-entropie et I'inégalité d’éner-
gie en utilisant le multiplicateur u(1+~ |u|") (pour un coefficient (e, 8) satisfaisant les relations
(5.63)), on obtient :

Propriétés 5.4.1. Soit (h,u,b) une solution réguliére de (5.60) et des coefficients v et & vérifiant
(5.63). Alors, on a

%/ﬂh|;|2+]§+2)h| B2 | s <\/>b+\[>+5 le
w2 [ (14 (0= 20) ) D@+ 8(8) AW d (5.64)
—|—gu/Q‘V(\/3¢(ﬁ)Bb+\/2/35(5)h)‘ dz <0

ou Y =u+2vVinh.

Preuve de la Propriétés 5.4.1 :
On multiplie I’équation de conservation de la quantité de mouvement par u—+~yu \u\k et on utilise
les équations portant sur A et b, puis on intégre par parties :

f [l

k+2 2 ] k
7 2 + k:—|—2h| ul d:c+21// h|D(u)|” — ydiv(hD(u)) - u |u|” dz
+97 Oth? /6 + bOsh + hy/(30)9;b + v/ (20)Ob? da: (5.65)
Q
+gl// B7/(3a)Vb - Vh + By/a |Vb[* dz =0
Q
Puisque le signe de certains termes est inconnu dans (5.65), alors on introduit la BD-entropie.

On obtient :

Lemme 5.4.1. Soit (h,u,b) une solution réguliére de (5.60). Alors, ’égalité suivante est satis-
faite :
i [ pludo+ [ 2viaq d
—— x v|A(u)|® dx

(5.66)
+/ g/60,h2 + 2gv /3 |V h|* + gbd,h + 2gvVb - Vhdx = 0
Q
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Preuve du Lemme 5.4.1 :
En prenant le gradient de I’équation de la conservation de la masse, puis en mulitliant par 2v et
écrivant que Vh = hV1Inh, on a

9 (2vhV In h) + div (2vhV In h ® u) + div (2vhV'u) = 0 (5.67)

Ensuite, en sommant I’équation (5.67) avec I’équation de la conservation de la quantité de mou-
vement de (5.60), on obtient I’équation :
O (h) + div (¢ ® hu) + hV(h/3 + b) + 2vdiv (hA(u)) (5.68)

ott ¢ := u + 2vVInh est le BD multiplicateur et 24(u) = Vu — V'u est tenseur de taux de
vorticité. La BD-entropie est alors obtenue en multipliant I’équation précédente par v et par
intégration par parties.

e On a:
/ O (h) +div (¢ ® hu) dz = E |1’Z;| dz, (5.69)
e En remarquant que :
/ 2vdiv (hA(u)) VInhdz = 0,
Q
alors l'intégrale est réduite a
/2ydiv(hA(u))ud:c: 21// h|A)[, (5.70)
Q Q
e On a aussi :
/ hVhipdr = / hVhu dx + 21// hVhV In h dx
L & (5.71)
= = h2/2dx+2u/ \Vh? du,
/ hVbypdr = / hVbudx + 21// hVbV In h dx
L 2 & (5.72)
= /b@thdm—i-Qz// Vb-Vhdz.
Q Q
Finalement, en rassemblant tous les résultats (5.69)—(5.72), on obtient :
2
— M—l—g—dac—i—Qu/ h]A(u)\Q—i—g—V IVh|? da
+/ bo:h + 2vVh - Vbdx = 0.
Q |

Ensuite, en calculant (5.65) 4+ ¢ (5.73) et en remarquant que :

1 k = — uk U 2 xr — w)u - u-uuk_2 T
/demD(u))-urur d = /Qhr D)2 d k/(hD() V) uult2 d

Q

/ (hD(w)u - V) u-u|u*? dz
Q

<2 / hlul |D(w)? da,
Q

on obtient I'inégalité (5.64) escomptée. -

Preuve du Théoréme 5.4.1 :
Grace a I'inégalité (5.64), le Théoréme 5.4.1 est une conséquence directe du résultat principal de
Zabsonré et al. [110]. m
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5.5 Un deuxiéme exemple : le flux de transport de Grass

Si on suppose que la morphologie du fond évolue comme la surface libre, alors on obtient le
modéle de Grass :

Vb —v = div(hu).

Par conséquent, le modeéle (5.59) s’écrit :

Och + div(hu) = 0,
Oy () + div(hu ® u) + ghv (h + b> — 2udiv(hD(u)) — ( ﬁ;gzg ) , (5.74)
Ob + div(hu) = 0.

Ce dernier peut étre réduit a seulement deux équations en remarquant que :
b(t,x) = h(t,x) — bo(x) (5.75)

pour une donnée by. Ainsi, ce modéle est trés proche du modéle mathématiquement étudié par
Bresch et al. [29]. Dans ce dernier, ils prouvent I'existence de solutions sous des hypothéses de
régularité sur by > 0. On cite aussi les résultats de Toumbou et al. [103] ou le terme visqueux
div(hD(u)) est remplacé par Au.

En dépit du terme de pression h%/3, si un terme de friction de la forme rou + r1u |u| (qu'on
n’écrit pas par simplicité) est ajouté, le résultat d’existence de Bresch et al. [29] est encore vrai
pour le modéle (5.74). En effet, on a I’égalité d’énergie suivante :

Propriétés 5.5.1. Soit (h,u,b) une solution réquliere de (5.74), alors linégalité suivante est
satisfaite :

1d h? b2 b2
3% h|u| dm+g€ +9+ dm+2u/ h|D(u)|? da /92 dx (5.76)

De plus, la BD-entropie fournit :

Propriétés 5.5.2. Soit (h,u,b) une solution réquliere de (5.74), alors linégalité suivante est
satisfaite :
1d
2dt

5 b5
+/ QV\A(u)] dw—i—?gl// S vhlr< / 92 + gv |Vho|* da
0 03 0" 2

h?
h]i/}\ —i—g—dx -
5.

Par conséquent, il suffit de considérer by € L?(0,T; L*(Q)) pour pouvoir appliquer le résultat
d’existence de Bresch et al. [29].

5.6 Perspectives

On a présenté une maniére de dériver des équations de type Saint-Venant-Exner pour un
transport de sédiments par charriage ou en suspension. Ce modéle a été formellement dérivé a
partir de I'équation de Vlasov et du modéle de Navier-Stokes compressible anisotrope couplé par
une pression barotrope non-homogéne et par la force de trainée de Stokes.

Cependant, pour que cette dérivation soit compléte, il faut définir une condition aux limites
cinétiques pour pouvoir interpréter le terme S ajouté et ainsi, espérer modéliser un transport
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de sédiments total. Dans la suite, un des objectifs principaux est donc de déterminer une telle
condition et de considérer un modéle de mélange au sens des fractions volumiques.

Si initialement, on avait considéré les équations de Navier-Stokes incompressibles, alors on
aurait obtenus directement les équations de Saint-Venant-Exner. Néanmoins, 'originalité de cette
approche réside dans le choix de la loi de pression de type barotrope non-homogéne k(t,z)p”. 11
serait donc intéressant de comparer numériquement 'impact du coefficient 1/3 avec les équations
de Saint-Venant-Exner usuelles.

Par ailleurs, un modéle similaire pour le transport de sédiments en conduite fermée est fa-
cilement obtenu (non présenté ici). En effet, en suivant ce procédé, on l'obtient en prenant une
loi de pression barotrope de coefficient v = 1. A ce sujet, un article est en cours de préparation
[42]. 11 serait également trés intéressant de voir si un couplage pour les écoulements en conduite
fermée, comme pour les équations PFS, est possible.



Annexe A

Produits non-conservatifs

Le modéle PFS pour les écoulements mixtes en conduite fermée est constitué de termes
source de la forme conservatifs et non-conservatifs. Pour pouvoir les décentrer aux interfaces,
on les suppose constants par morceau. Ainsi, les produits non-conseravatifs n’ont plus de sens
mathématique.

Dans cette perspective, on a rappelle la définition proposé par Dal Maso et al [81]. On
commence par définir un chemin :

Définition A.0.1. Soit Q C RY lespace des états.
Un chemin ® dans Q0 est une famille de fonctions régulieres [0,1] x Q x Q — Q satisfaisant les
Ppropriétés suivantes :

° CI)(O, Wg, Wd) = Wg et (I)(l, Wg, Wd) = Wd,

e Pour tout partie A bornée de Q, il existe k tel que Vs € [0,1], V(Vy, V) € A? :

0P
G0,V Vi) < K Vi V.
s
e Pour tout partie A bornée de €, il existe K tel que Vs € [0, 1], V(Vz, V;)z‘:l,z e A?
o9 1oyl 0P 2 12 1 2 2 2
%(s, V,, Vi) — %(s, Vo V) SK(|V,— Vi +|Vi-Vi]).

Le résultat principal de Dal Maso et al [81] est alors :

Théoréme A.0.1 (Dal Maso, LeFloch, Murat). Soit ® un chemin au sens de la définition
précédente. Soit s € BV ((a,b),RY) et & € CO(RYN,RY) une fonction localement bornée, i.e.

VX c RY bornée, 3C > 0; Vil € X, Vz € (a,b), |&(z, U(z))| < C.

Alors il existe une unique mesure de Borel u sur (a,b) telle que :

1. Si sl est continu sur un ensemble ouvert B du segment (a,b), alors
d
u(B) = [ O u(w) () do (A1)
B dx
2. Si x¥ est un point de discontinuité pour x — (x), alors
1
p({z%}) = </ &(s, <I>(s;L(_,il+))65(<1>(s;il_,ﬂ+))ds) 60 avec Uy = U(z))  (A.2)
0
ot 8,0 est la masse de Dirac au point z°.
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d
Définition A.0.2. La mesure de Borel i est appelé produit non-conservatif de & par d—ﬂ(m)
x

d
On la note pn = (’5(30,11(30))@11(:6) .
(<]



Annexe B

La méthode des tuyaux équivalents

Dans cette partie, on rappelle le principe de la méthode des tuyaux équivalents proposé par
Adamkowski [1] pour les écoulements en charge. Elle consiste a remplacer une conduite & section
variable (convergente ou divergente) de longueur L par une conduite uniforme de méme longueur
de maniére a conserver :

1. le travail des forces d’inertie lors de la coupure du débit,
2. le temps de propagation de I'onde sur la longueur du tuyau.

La propriété 1. permet de choisir une conduite équivalente de section équivalente Seqyiy donnée

par la relation :
L
Sequiv = L g

0o Sx)
ou S(z) est la section de la conduite & géométrie variable.
La propriété 2. permet de définir la vitesse d’onde en charge équivalente. Elle est donnée par la
formule suivante :

L

/ L de
0 cx)
ol ¢(x) est la vitesse d’onde en charge.
Dans le cadre des équations PFS, la vitesse d’onde en charge étant constante, on a immé-
diatement

Cequiv =

Cequiv = C.
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Annexe C

Lemme d’Aubin-Simon et injections de
Sobolev

Dans cette partie, on rappelle quelques notions utiles qui nous ont servi pour démontrer le
théoréme de stabilité de solutions faibles pour les équations primitives compressibles simplifiées
au chapitre 3. Le lecteur est renvoyé a, par exemple, [95, 43, 22].

On rappelle les injections suivantes :

Théoréme C.0.2. Soit Q un ouvert borné lipschitzien de RY.
Pour 1 < r < 400, on définit r* par :

rd

17 sior<d,

. _

r= quelconque tel que 1 <r* < oo st r=d,
+00 st r>d.

1. Pour1<r<+ooetl<s<r" alors
Whr(Q) c L¥(Q)

avec injection compacte si 1 < s < r*.
Par ailleurs, si d <r < +o0, on a

whm(Q) cc c(Q)
o, CC désigne l'injection compacte et C l’injection continue.

d
2. e Pourtoutqe}l,ﬁ{, on a

LYQ) c wh9(Q).

e Pour tout t €]1,d], on a
LYQ) c wh(Q).

e Pour toutt >d, on a
LYQ) c W h>(Q).
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222 Annexe C. Lemme d’Aubin-Simon et injections de Sobolev

Théoréme C.0.3. Soient By C By C Bs trois espaces de Banach. On suppose que l’injection
de By dans By est continue et que linjection de By dans By est compacte. Soient p, r tels que
1 <p, r<+oo. Pour tout T > 0, on note

d
By, = {v e L7(10,T[, Bo), d—z e L7(J0, 7], BQ)}.
i) Sip < 400, linjection de E, , dans By est compacte.
ii) Sip = —+oo et r > 1, Uinjection de E, . dans C°(]0,T[, By) est compacte.

Le point i7) est un corollaire du lemme d’Aubin-Simon.
On termine les rappels par le théoréme de point fixe de Schauder :

Théoréme C.0.4. Soient E un espace de Banach et K C E convere et compact alors toute
application continue f : K — K posséde un point fize.
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